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写在前面的话

说明

文档定位 不再推荐任何量子力学教材和专著，让读者自己随缘选择，但建议多去推导不同大

师的作品。因为本文档定位是量子力学辅助，所以期望读者在推导量子力学著作不顺畅时，能在

本文档帮助下得到解答。——2020.7.15

编写出一份关于量子力学强有力的学习工具书，为大家特别是初学者具体运用量子力学提

供坚强后盾。定位是量子力学辅助文档，不是教材，内容无需按学习的顺序。详细推导，力求一

眼过去无需动笔；降低数学难度，让初学者的精力放在量子力学物理理解上，而不是繁琐的推导

上，繁琐的推导由本文档提供。——2019.10.3

随着学习和科研的深入，深感知识的浩如烟海。所以这不是一本包罗万象的书，而是一本以

自己科研为中心为自己科研提供服务的书（科研工具书）。在为自己科研提供坚实的基础知识后

盾时，兼顾初学者的入门。更重要的是为后来者从基础知识到自己的前沿科研提供畅通的知识

通道，能让大家快速的到前沿科研中来。——2016.12.13

紧密联系实际，即紧密联系实验。模型以实际模型为主，例子尽量有助于解决实际问题或者

用来解释实验。——早前

内容要求

细节尽可能到位，每步推导要说明清楚。量子力学里面的数学是太多太乱了，所以每步推

导不要有太多跳跃；

尽量用平常的语言，少用数学符号阐述物理意义。思想性的东西，大多是一句话，数学充

当的是具体实施者的角色；

对相关知识的统一汇总；

多写出自己学习量子力学的感受，交流分享。虽然内容或许不重要，但我觉得表达出这些

是很重要的。表达出自己学习中最直接的真实的感受，是区别千篇一律，是展示自我，这

是真正自己的东西。

学习心得

学习方法——素描法 这种方法是从网络视频，普通物理-台湾国立交通大学-李威仪，那学来的。

其理论依据应该可以用马克思关于真理和认识事物的相应理论。认识事物是不断反复的过程。素

描的过程就是先画事物的轮廓，然后再不断丰富细节。

学习也是如此，在第一遍的时候，必然遇到很多不懂的细节，不用担心，跳过，把握整体轮

廓，或许到后来就豁然开朗。跳过不是放弃问题，而是挂起。这种学习反复的过程，我在学习量

子力学的过程体会的尤深。普通物理的数学、理解都比较简单，一两遍后，看起了就轻松。而看

曾谨言的《量子力学》（卷一）却不一样，里面需要补充的细节太多了，内容也很宽广。所以要

反复多次。
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我写电子版笔记也可以说是个素描的过程。首先是内容，灵感不是在脑子里排好顺序来的，

在写的过程中，可能是这点，可能是那点。所以要及时跳到相应内容下，记下来。及时记下灵感

也是很重要的。否则学习的东西也是空壳。其次是 LATEX排版，边学边用的，这也不是一下子就

是现在的样子。最初是写的是一个个单独的 article类别文档，后来多了，再改用 book类。排版

也是不断修改的。

素描法的奥义在于——积累。画几下就换张纸重画是永远画不出画的。我们必须积累下来

现有的理解，在现有的理解上不断的深入思考体会，才会不断的趋进于真理。学习就是这样的一

个过程，像铁不断锤打的过程，这样才会由铁变成钢。

在科研工作中感受就更深了，不断的朝前走，不要纠结，又不断的回顾，这样才能深刻把握

问题。不禁想起孔夫子的话：“温故而知新”，真的是这样，简单而又博大精深。在前沿领域，不

清楚的太多了，温故往往能带来深入的理解。

思维纠正——正确做题 做题是很重要的。自然界是没有答案给你的。平时做一道题无疑是一

次小小的探索。把自己有的想法完全写出来，这就是思维的过程，这个很重要。平时做题就是解

决问题，解决问题可以动用身边的一切资源。做题就是，大胆的查找资料（不是找直接的答案）。

平时做题和考试做题不同，平时做题是知识的运用和方法的训练过程，考试做题是知识的运用

和方法掌握的检测过程，本质是不一样的。

量变引起质变——积累的重要性 积累是必要的，需要积累一定量的素材。量变引起质变嘛。那

些看似偶然的发现都不是偶然，如果不是他长期从事相关的工作，才轮不到他发现。所以做什么

都要踏踏实实。

量子力学难点

数学。多，基本上步步都有推导；烦，看看贝塞尔方程，勒近德方程，球谐函数就知道了；

杂，大学学的数学，微积分、微分方程、矢量代数、矩阵、球坐标系下的微分方程等，基

本都用上了。

物理理解！不确定原理，波粒二象性，相干叠加态，自旋，⋯⋯这些概念都是不好理解的！

学习体会

Schrodinger方程是作为量子力学的基本假设提出来的。它的正确性史根据从它所推出的结

论和客观实验实在相一致而得到验证的。回想下，经典力学的基础牛顿三定律也是根据伽

利略等前人做实验得出来的。也不是推出来的。理论基础都源自“实验”，这不得不深思！

量子力学学习过程中，有些问题的解决有好几种方法或角度，不同的方法或角度可能需要

一些背景理论。这时候我们可以将这些方法先放一放，了解有这么个思路，专注好当前解

法。等学习了相关背景理论时，再来思考这些方法。层次的是由浅入深的，一个问题的讨

论要区分层次。尽量不要将多个层次混在一起。

看多了量子力学书籍，不难发现。有些人喜欢从数学的视角出发，动不动就搬出数学概念。

有些人则是从物理的视角出发。量子力学是物理学，我也更喜欢从物理的视角出发，把数

学只是当成一种工具来看。
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致谢

感谢 Clerk Ma在 LATEX的使用上提供帮助与支持。

感谢 wy0305发来勘误表。

感谢娄志恒发来问题解答。

感谢 Ethan Deng & Liam Huang制作的精美的 LATEX模板。

旧版说明

由于本文档经常更新，网上流传了不少旧的版本，特别是未使用实名的版本。为了避免误

解，经网友提醒，在此就旧版本说明一下。以作者为 phileas或通讯邮箱为 phileaslean@gmail.com

的量子力学笔记版本均为本人的早期版本，请以最新时间版本为主。

更新日志

2017.9.1突破 300页，并正式确定每月 1号定期更新。这段时间主要是参考顾樵《量子力

学 I》和他的《数学物理方法》求解了角动量平方算符的本征方程。框架基本搭好，但仍留

了一部分空缺，待以后补充完善。

2017.10.4增加了 11页。主要集中在路径积分部分。

2017.11.6增加了 6页，311～317。继续更新路径积分部分。

2017.12.4增加了 10页，317～327。继续更新路径积分部分。

2018.1.3增加了 8页，327～335。继续更新路径积分部分。

2018.2.5增加了 6页，336～341。内容越来越难了，杂事又很多，推进很慢。希望赶紧熬过

去～

2018.2.9 我写这么详细旨在方便初学者，却没想到还遭到人的责备。他们说，“你写的这

么详细，扼杀了初学者推导练习的空间”。对有此想法的人，那我只能说抱歉了，不看就

行。但是我想说的是，大家以此为基础去探索未知吧。首先，一本书的内容总是不能方方

面面的，这里更多的是集中在那些基础的不能再基础而且很重要、在科研中很有用的东西

上。不是让初学者寻找答案的书，而是初学者去解决自己遇到未知问题的后盾。所以我想

写的尽可能详细、集合各种技术方法和总结归纳最基本的知识，来方便初学者利用这些去

解决未知问题。这是编写本书的目的所在。

2018.3.1最近毕业，事情太多。停更！

2018.4.2事情太多，没有更新新的内容，准备简单修整一遍。

2018.11.1阔别 8个月，终于生活又基本稳定下来了。正式开始正常更新。年纪大了？干完

一天活后，怎么感觉晚上大脑就不想动了呢？这段时间晚上还基本都有英语课，还要处理

些杂事。更新会比较慢吧。或多或少每天还是要坚持，形成习惯。新地方晚上特别安静，适

合思考！

2018.12.1最近在看顾樵老师的《量子力学》。参考补充了固体理论相关的内容，修改了 6.1

节势阱势垒内容，将 11章独立，并参考增加了 11.6节固体的量子理论。增加了与自己科
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研相关的入门方法 14章 Redfield（人名，还健在）理论，简单却很实用。让读者了解些基

本理论运用和发展的东西。今后会做好参考文献部分，详细说明内容出处。

2019

现在随着内容增多，不只是加入新的内容，还有很多时间用来优化旧的内容。优化了

谐振子章节部分内容，因为谐振子太重要了。

量子力学知识繁杂，又存在多种关联。尽可能写详细点，不然很容易绕晕。

优化密度矩阵部分的内容。增加了些说明。

2019.1

1）优化了平移算符的内容。

2）增加了量子耗散的内容。

3）将微扰论拆分成定态微扰论和含时微扰论两章节，进一步强调含时微扰论的重要

性。含时微扰论是很实用的一个章节，是现代光谱技术的理论基础。猛然一惊，微扰

论这部分内容居然还是好多年前写的，甚至出现了突然中断的情况。看来得好好翻修

下了。

4)最近一直在补定态微扰论的坑，觉得自己当时被入门教材坑惨了。

5)最近科研任务比较重，加上放假，要暂停一个月更新了。

2019.2

1) 为了便携办公，买了个 surface pro 6，但是我主要是用 Ubuntu 操作系统，很少用

win10，这两者还有些相互冲突的地方。真是好不容易才配置的两台电脑相互兼容编

辑相同文档，还是很开心的。

2)感谢娄志恒发来问题解答。在编写笔记的时候，有些疑问就直接留下了，甚至还有

被卡住的情况（如，路经积分中的积分合并），欢迎来信告知我。

3)这个月没什么更新。

2019.3

1)修改了常微扰这小节，之前的表述容易把人绕晕。

2)确定了利用 TiKZ包和 Python来绘图。

3)这个月没什么更新。最近几个月科研任务实在太重，希望 4月份能有所更新！

2019.4

1）这个月科研任务依然很重，但是逐渐有时间腾出手来写笔记了。但是接下更新的

基本上都是我科研背景相关的内容。

2）更新了常微扰小节的绘图。

3）更新了量子耗散的内容，居然可以在时域下描述常微扰和周期性微扰跃迁速率，非

常有趣。

4）增加了 2页，突破了 380页。

2019.5-8

1）四个月的更新停滞了。虽然有短时间的风雨阻扰，但希望以后自己能用长远的眼

光去看待一些事情。可以更新慢，但是不要停。

2019.9-10

0)牛顿说的很对，我是站在巨人肩膀上的。如果没有好平台和导师，不要轻易做理论
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工作，更不要轻易做基础理论。

1)重写了谐振子升降算符引入的小节。

2)增加了数学基础-矩阵中直乘和直和的运算。

2019-11

1)调整了“波动力学”中部分小节的顺序

2020-01

推导了谐振子在热力学平衡态下的平均值，在求热库关联函数要用到。

开始逐步增加参考文献。

一直在改文章，改不动了，科研压力很大，总是想着发一区文章，不然没有好的职位，

生存堪忧。一直在背离科研初衷了。

2020-06

考虑到多平台编辑和美观，更新使用了朋友的 LATEX模板，https://github.com/Ele

gantLaTeX/ElegantBook。

引入 Git 进行版本控制，为将来开源本文档做准备。（设的开源第一个条件是，SiSR

开源文档的日活 100，理由很简单。）

更新了谐振子升降算符的热平均值。

更新了时间演化算符的内容。

更新了“与位置和动量算符有关的对易关系”小节。

更新了部分目录结构。

更新了“相互作用绘景”章节。任重道远，感觉以前写的很多地方都不太满意。

很想更新各种示意图，怎奈画的太差而且图片占用很大容量。

2020-07

受到网友反馈，发现前言中的内容有些过时了。做了如下修改：1、不再推荐量子力学

教材和著作，读者可以随缘选择，期望在本文档的协助下能顺畅读完每一本著作。2、

将习题集等资源推荐转移到联动文档“试题解答”中。3、将一些前言内容改为段落。

2020-08

400页了，这 100页的增加花了 3年的时间。一方面要修改整合就的内容，另一方面

是增加新的内容，挺花时间的。这三年比较忙碌，如果不是需要相关知识，应该不会

专门去写。凭自己感觉，要在一线科研流畅的运用量子力学，可能要有 500到 600页

的知识储备，还需要再接再励。

调整了一些章节顺序。

更新了时间演化算符章节。

2020-12

更新了谐振子中算符的含时形式。

2021-2

最近要用到一阶微分方程求解，这里在数学基础部分补充了相关内容。

两能级系统是科研中经常见到的基本物理模型，这里单独拿出来，成为独立一章，进

行相关内容的强化。

2021-9
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移除了量子耗散动力学的内容，仅保留 Redfiled理论，整体融入到新写的量子耗散动

力学方法中。

阅读的人比较多了，实感挖坑不少，加入水印提醒。

调整了路径积分的内容。
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为了整体的编排统一，文档并没有按照学习的先后顺序编排。可以在这里整理自己学习的

脉络。
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第零章 数学基础

0.1 行列式

二阶行列式 ∣∣∣∣∣∣a11 a12a21 a22

∣∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 (1)

称其为二阶行列式，aij (i, j = 1, 2)称为它的元素。记法：向右下的对角积减向左下的对角积。

三阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31 (2)

称其为三阶行列式，aij (i, j = 1, 2, 3)称为它的元素。记法：也是利用对角线展开。

0.2 矩阵

0.2.1 特殊矩阵

1. 方阵 行数列数相等的矩阵（n = m），称为方矩阵或方阵。n称为方阵的阶。在量子力学

中遇到的基本都是方阵，所以不特别说明，本书提到的矩阵均默认为方阵。

2. 单位矩阵 对角线上各元素为 1，其余均为零的方阵称为单位矩阵 In，如：

I1 =
[
1
]
, I2 =

1 0

0 1

 , I3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , · · · , In =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · 1

 (3)

3. 转置矩阵 矩阵 A的转置矩阵 Ã（或 AT）：把矩阵 A的行和列互相调换。

Anm = Ãmn (4)

运算规律

(1) (AT )T = A (2) (A+B)T = AT +BT (3) (λA)T = λAT (4) (AB)T = BTAT

4. 共轭转置矩阵 矩阵 A的共轭转置矩阵 A†：将矩阵 A的转置矩阵 Ã中的每个矩阵元素用

它的共轭复数代替。1

A∗
nm = Ã∗

mn = A†
mn (5)

性质：(AB)† = B†A†

证明：

(AB)†ij = (AB)∗ji =
∑
k

(AjkBki)
∗ =

∑
k

A∗
jkB

∗
ki = A†

kjB
†
ik = (B†A†)ij (6)

1这些上标都可以看成一种运算
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5. 厄米矩阵 和自身的共轭转置矩阵 A†相等的矩阵。

A = A† (7)

性质：当厄米矩阵元素都是实数（实厄米矩阵），则矩阵是对称的，也称为对称矩阵。

6. 可逆矩阵 如果存在方阵 B 使得方阵 A，有

AB = BA = In (8)

其中 In为单位矩阵，则称 A为可逆矩阵。其逆矩阵表示为 A−1，即 B = A−1。

性质：(AB)−1 = B−1A−1

证明：按可逆矩阵的定义，有

(AB)−1(AB) = In (9)

而由结合律

B−1A−1(AB) = B−1(A−1A)B = B−1InB

= InB
−1B = InIn = In (10)

以上两式相等，有

(AB)−1 = B−1A−1 (11)

7. 幺正矩阵 自身的逆矩阵等于自身的转置共轭矩阵的矩阵。

U−1 = U † 或 U †U = I (12)

性质：幺正矩阵的逆也是幺正矩阵。

证明：

(U−1)† = (U †)† = U = (U−1)−1 (13)

性质：两个同阶幺正矩阵 U 和 Y 的乘积也是一个同阶的幺正矩阵。

证明：

(UY )† = Y †U † = Y −1U−1 = (UY )−1 (14)

定理：n阶幺正矩阵的各行或各列形成一组（n个）正交归一的矢量。

定理：以上逆定理也成立。由一组（n个）n维的正交归一矢量组成的方阵是幺正矩

阵。

8. 相似矩阵 若存在一可逆矩阵 P 使得 B = P−1AP，则 A与 B 两方阵称为相似矩阵。

定理：相似矩阵具有相同的特征值。

证明：A与 B 为相似矩阵，有

B = P−1AP (15)

|λI −B| =|λI − P−1AP | = |P−1λIP − P−1AP | = |P−1(λI −A)P | = |P−1||λI − P ||P |

=|P−1||P ||λI −A| = |P−1P ||λI −A| = |λI −A| (16)

即 A与 B 具有相同的特征值。

9. 可对角化矩阵 对于一方阵 A，若存在一可逆矩阵 P 使得 P−1AP 为对角矩阵，则称方阵

A为可对角化矩阵。（P 对角化 A）
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可对角化的条件：n×n的矩阵A可对角化，有且只有它有 n个线性独立的特征向量。

可对角化的充分条件：若 n×n矩阵 A有 n个不同的特征值，则对应的特征向量为线

性独立且 A可对角化矩阵。

0.2.2 方阵的迹

方阵的迹：方阵对角元的和。

0.2.2.1 取迹的性质

1. 对多个方阵之积取迹有轮换不变性。

Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA) (17)

证明：由

Tr(ABC) =
n∑
i

(ABC)ii =
∑
i

∑
j

∑
k

aijbjkcki (18)

Tr(BCA) =
n∑
j

(BCA)jj =
∑
j

∑
k

∑
i

bjkckiaij

=
∑
j

∑
k

∑
i

aijbjkcki (19)

有

Tr(ABC) = Tr(BCA) (20)

同理

Tr(ABC) = Tr(CAB) (21)

2. 对易式的迹为 0。

Tr[A,B] = 0 (22)

证明：

Tr[A,B] = Tr(AB −BA) = Tr(AB)− Tr(BA) = Tr(AB)− Tr(AB) = 0 (23)

3. 幺正变换不改变迹。

Tr(S†AS) = TrA （S 是幺正算符，S† = S−1） (24)

证明：

Tr(S†AS) =
∑
n,m,j

S†
nmAmjSjn =

∑
j,m

(∑
n

SjnS
†
nm

)
Amj =

∑
j,m

δjmAmj = TrA (25)

或直接用算符取迹的轮换不变性

Tr(S†AS) = Tr(ASS†) = TrA (26)

4. Tr{(ABCD)†} = Tr{DCBA}
证明：

Tr{(ABCD)†} = Tr{D†C†B†A†} = Tr{DCBA} (27)
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注意：这里的顺序改变只是简单的倒序。

5. Tr{A†} = Tr{A}∗

证明：

Tr{A†} = Tr{Ã∗} = Tr{A∗} = Tr{A}∗ (28)

取迹是对角元求和，转置不会改变对角元；共轭和等与和的共轭。A为任意矩阵。

6. Tr(A×B) = Tr(A)Tr(B)

0.2.3 方阵的特征值与特征向量

0.2.3.1 特征值、特征向量

设 A为一 n× n矩阵（方阵）2，若存在数 λ及非零向量 x，使得

Ax = λx x ̸= 0 (29)

则称 λ是方阵 A的特征值，x为是特征值 λ对应的的特征向量，这种对应在求特征向量的过程

中能很好体会。在矩阵形式的量子力学（通称：矩阵力学）中，A为矩阵形式的算符，λ是本征

值，x是本征值 λ对应的本征矢量。Ax = λx表达的是方阵 A作用向量 x后 Ax与原向量 x存

在倍数 λ关系。

0.2.3.2 特征方程、特征多项式

矩阵 A为一 n× n的方阵

Ax = λx =⇒ (A− λI)x = 0 (30)

其中 I 为单位矩阵。这是 n个未知数 n个方程的齐次线性方程组，它有非零解的充分必要条件

是系数行列式

|A− λI| = 0 (31)

即 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

· · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (32)

这个等于 0的行列式构成一个以 λ为未知数的一元 n次方程，称为方阵 A的特征方程。求解特

征方程就可以得到特征值。其左端 |A− λI|是 λ的 n次多项式，称为方阵 A的特征多项式，即

det(λI −A) = |(λI −A)| = λn + cn−1λ
n−1 + · · ·+ c1λ+ c0 (33)

0.2.3.3 特征值、特征向量的几个性质

性质 1 n阶方阵 A = (aij)的所有特征值为 λ1, λ2, · · · , λn(包括重根)，则

(i) λ1 + λ2 + · · ·+ λn = a11 + a22 + · · ·+ ann =
n∑
i=1

aii = TrA; (34)

2数学上表述成 A ∈Mn×n
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(ii) λ1λ2 · · ·λn = |A|. (35)

用口头语言表述就是：

（i）方阵 A的所有特征值之和等于方阵 A的对角矩阵元之和，即等于方阵 A的迹；

（ii）方阵 A的所有特征值之积等于方阵 A的行列式。这个特点在将方阵 A对角化后一眼就

能看出来，详见对角化。

性质 2 若 λ是可逆阵 A的特征值，x为对应的特征向量，则 λ−1 是 A−1 的特征值，x仍为对

应的特征向量。

证明：对 Ax = λx两边左乘 A−1，有

x = A−1λx = λA−1x (36)

再对两边左乘 1
λ ，有

1

λ
x = A−1x =⇒ A−1x = λ−1x (37)

可见 λ−1是 A−1的特征值，x仍为对应的特征向量。其中 λ ̸= 0，这是因为 0不会为可逆矩阵的

特征值，不然，若 λ = 0，|A| = λ1λ2 · · ·λn = 0，A奇异，与 A可逆矛盾。

性质 3 若 λ是方阵 A的特征值，x为对应的特征向量，则 λn 是 An 的特征值，x仍为对应的

特征向量。

证明：

（1）对 Ax = λx，二边左乘 A，得：

A2x = Aλx = λAx = λλx = λ2x (38)

可见 λ2是 A2的特征值；

（2）若 λn是 An的特征值，Anx = λx，两边左乘 A，得：

An+1x = AAnx = Aλnx = λnAx = λnλx = λn+1x (39)

可见 λn+1是 An+1的特征值；

至此用归纳法证明了 λn是 An的特征值，x仍为对应的特征向量。

性质 4 设 λ1, λ2, · · · , λn是方阵A的互不相同的特征值。xi是属于 λi的特征向量 (i = 1, 2, , n)，

则 x1, x2, · · · , xn线性无关，即不相同特征值的特征向量线性无关。

0.2.3.4 三角矩阵的特征值

若 A为一个 n × n的三角矩阵，则其特征值为其主对角线上的元素，这是行列式的性质决

定的，如：求 A =


2 0 0

−1 1 0

5 3 −3

的特征值。
∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 0

−1 1− λ 0

5 3 −3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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=(2− λ)(1− λ)(−3− λ) + 0× 0× 5 + 0× 3× (−1)− 5× (1− λ)× 0− (2− λ)× 3× 0

− 0× (−1)× (−3− λ)

=(λ− 2)(λ− 1)(λ+ 3) = 0 (40)

特征值为 λ1 = 2、λ2 = 1、λ3 = −3。

0.2.3.5 对角矩阵的特征值

除对角线上各元素外，其余都是零的方阵称为对角矩阵。比起三角矩阵，对角矩阵的特征

值，按特征方程定义更是直接写出，如 

−2 0 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 −4 0

0 0 0 0 3


(41)

其特征值为 λ1 = −2, λ2 = 2, λ3 = 0, λ4 = −4, λ5 = 3。

对角矩阵的这种特性，为求矩阵的特征值提供了一个思路。即对矩阵对角化，其对角元就是

特征值。

0.2.4 矩阵的函数

对于给定的厄米矩阵 A，定义其函数 f(A)，与定义一个普通的变量 x的函数 f(x)类似。例

如，定义一个矩阵 A的开方，表示为 A1/2，就是满足

A1/2A1/2 = A (42)

矩阵 A的正弦或者指数则是通过泰勒级数来定义，如

exp(A) = 1 +A+
1

2
A2 +

1

3
A3 + · · · (43)

更一般的表示为

f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k (44)

然而在计算 A1/2或 exp(A)时还是会遇到问题。

（1）矩阵 A是对角矩阵

(A)ij = aiδij (45)

由

Ak =


ak1

ak2 0

0
. . .

aki

 (46)
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有

f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k =


∑

k cka
k
1 ∑

k cka
k
2 0

0
. . . ∑

k cka
k
i

 =


f(a1)

f(a2) 0

0
. . .

f(an)

 (47)

同理，对角矩阵的开方是

A1/2 =


a
1/2
1

a
1/2
2 0

0
. . .

a
1/2
i

 (48)

（2）矩阵 A是厄米矩阵，对于厄米矩阵，我们总可以找到一个幺正变换来对角化它

U †AU = a (49)

逆变换则是

A = UaU † (50)

于是

A2 = UaU †UaU † = Ua2U † (51)

更一般的

Ak = UakU † (52)

于是

f(A) =

∞∑
k=0

ckA
k = U

(∑
k

cka
k

)
U † = Uf(a)U †

= U


f(a1)

f(a2) 0

0
. . .

f(ai)

U † (53)

因此要计算一个厄米矩阵 A的函数：

1. 将 A对角化为 a，即求得厄米矩阵 A的本征值和本征矢 U；

2. 计算 f(a)，这很简单，因为 a是对角化的；

3. 用 A的本征矢 U 变换回来 f(A)。

例如，厄米矩阵 A的开方为

A1/2 = Ua1/2U † (54)

证明：

A1/2A1/2 = Ua1/2U †Ua1/2U † = Ua1/2a1/2U † = UaU † = A (55)
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0.2.4.1 一个例子

求哈密顿量 H 的 eH，其中

H =

 0 ∆

∆ 0

 (56)

这里∆ = −ixt。H 是矩阵，矩阵的 eH 与数的函数是不同的，求法如下：

（1）求 H 的本征值 ∣∣∣∣∣∣−λ ∆

∆ −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 −∆2 = 0 =⇒ λ = ±∆ (57)

（2）求对 H 对角化的可逆矩阵

V =
1√
2

 1 1

−1 1

 V −1 =
1√
2

1 −1
1 1

 (58)

（3）求 H 的对角化矩阵 H̃

H̃ =

∆ 0

0 −∆

 (59)

其中 H = V −1H̃V。

（4）

eH =V −1eH̃V =
1√
2

1 −1
1 1

e∆ 0

0 e−∆

 1√
2

 1 1

−1 1

 =
1

2

e∆ −e−∆

e∆ e−∆

 1 1

−1 1


=
1

2

e∆ + e−∆ e∆ − e−∆

e∆ − e−∆ e∆ + e−∆

 (60)

其中 eH̃ 是对矩阵 H̃ 中各元素，即 eH̃ =

e∆ 0

0 e−∆

。

0.2.5 直和

对于 n个矩阵，它们的直和定义如下3

n⊕
i=1

Ai = diag(A1,A2,A3, . . . ,An) =


A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · An

 (61)

3https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_addition
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如

A⊕B =

A 0

0 B

 =



a11 · · · a1n 0 · · · 0
... . . . ...

... . . . ...

am1 · · · amn 0 · · · 0

0 · · · 0 b11 · · · b1q
... . . . ...

... . . . ...

0 · · · 0 bp1 · · · bpq


(62)

或 1 3 2

2 3 1

⊕
1 6

0 1

 =


1 3 2 0 0

2 3 1 0 0

0 0 0 1 6

0 0 0 0 1

 (63)

0.2.6 直乘

直乘，也叫张量积（Tensor product）、外积，用符号“⊗”表示4，应用在量子力学的复合密

度矩阵中。张量积的运算是，第一个矩阵的每个元素被替代为这个元素与第二矩阵的积，即

U ⊗ V =


u11V u12V · · ·
u21V u22V

... . . .

 =



u11v11 u11v12 · · · u12v11 u12v12 · · ·
u11v21 u11v22 u12v21 u12v22

... . . .

u21v11 u21v12

u21v21 u21v22
...


(64)

或

a11 a12
a21 a22

⊗
b11 b12
b21 b22

 =



a11 ×

b11 b12
b21 b22

 a12 ×

b11 b12
b21 b22



a21 ×

b11 b12
b21 b22

 a22 ×

b11 b12
b21 b22




=


a11b11 a11b12 a12b11 a12b12

a11b21 a11b22 a12b21 a12b22

a21b11 a21b12 a22b11 a22b12

a21b21 a21b22 a22b21 a22b22


(65)

0.3 概率

∆j = j − ⟨j⟩ (66)

方差（Variance）

σ2 = ⟨(∆j)2⟩ =
∑

(∆j)2P (j) =
∑

(j − ⟨j⟩)2P (j) =
∑

(j2 − 2j⟨j⟩+ ⟨j⟩2)P (j)

4https://en.wikipedia.org/wiki/Tensor_product
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= j2P (j)− 2⟨j⟩
∑

jP (j) + ⟨j⟩2
∑

P (j) = ⟨j2⟩ − 2⟨j⟩⟨j⟩+ ⟨j⟩2

= ⟨j2⟩ − ⟨j⟩2 (67)

标准差（Standard Deviation）也称均方差（Mean Square Error）

σ =
√
⟨j2⟩ − ⟨j⟩2 (68)

因为 σ2 ⩾ 0，所以通常，⟨j2⟩ ⩾ ⟨j⟩2。当 σ = 0时，⟨j2⟩ = ⟨j⟩2说明分布没有偏差，各个值都相
等。

对于连续的情形，设 ρ(x)为概率密度，x处于 a到 b的概率为：

Pab =

∫ b
a
ρ(x)dx, 1 =

∫+∞

−∞
ρ(x)dx, ⟨x⟩ =

∫+∞

−∞
xρ(x)dx, ⟨f(x)⟩ =

∫+∞

−∞
f(x)ρ(x)dx (69)

0.4 三角函数关系式

（1）两角和公式

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ (70)

tan(α± β) = tanα± tanβ

1∓ tanα tanβ
cot(α± β) = cotα cotβ ∓ 1

cotβ ± cotα
(71)

（2）倍角公式

sin 2α = 2 sinα cosα =
2 tanα

1 + tan2 α
(72)

cos 2α = cos2 α− sin2 α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α =
1− tan2 α

1 + tan2 α
(73)

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
cot 2α =

cot2 α− 1

2 cotα
(74)

sin 3α = 3 sinα− 4 sin3 α cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα

(75)

（3）半角公式

sin
α

2
= ±

√
1− cosα

2
cos

α

2
= ±

√
1 + cosα

2
(76)

tan
α

2
= ±

√
1− cosα

1 + cosα
=

1− cosα

sinα
=

sinα

1 + cosα
(77)

cot
α

2
= ±

√
1 + cosα

1− cosα
=

1 + cosα

sinα
=

sinα

1− cosα
(78)

（4）和差化积公式

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β
2

sinα− sinβ = 2 cos
α+ β

2
sin

α− β
2

(79)

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β
2

cosα− cosβ = −2 sin α+ β

2
sin

α− β
2

(80)

tanα± tanβ =
sin(α± β)
sinα sinβ

cotα± cotβ = ±sin(α± β)
sinα sinβ

(81)

tanα± cotβ = ±cos(α∓ β)
cosα sinβ

(82)

（5）积化和差公式

sinα sinβ = −1

2
(cos(α+ β)− cos(α− β)) cosα cosβ =

1

2
(cos(α+ β) + cos(α− β)) (83)
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sinα cosβ =
1

2
(sin(α+ β) + sin(α− β)) (84)

0.5 积分

0.5.1 定积分

0.5.1.1 分部积分

设函数 µ(x), ν(x)在区间 [a, b]上具有连续导数 µ′(x), ν ′(x)，则有

(µν)′ = µν ′ + νµ′ (85)

等式两边各取由 a到 b的定积分

µν
∣∣∣b
a
=

∫ b
a
µν ′dx+

∫ b
a
νµ′dx (86)

即 ∫ b
a
µdν = µν

∣∣∣b
a
−
∫ b
a
νdµ

∫ b
a
µν ′dx = µν|ba −

∫ b
a
νµ′dx (87)

注意，我们习惯了
∫b
a µdν、

∫b
a νdµ这种形式，而忽略了

∫b
a µν

′dx、
∫b
a νµ

′dx这种形式。

0.5.1.2 定积分的性质

如果 f(x)是偶函数，则 ∫a
−a
f(x)dx = 2

∫a
0
f(x)dx (88)

如果 f(x)是奇函数，则 ∫a
−a
f(x)dx = 0 (89)

∫ b
a
f(x)dx = −

∫a
b
f(x)dx (90)

对于上下限是对称的积分，尤其要注意积分的奇偶性。

0.5.2 与三角函数相关的积分公式

∫
sin2 axdx =

1

2
x−

1

4a
sin 2ax (91)∫

sin3 axdx = −1

a
cos ax+

1

3a
cos3 ax (92)

∫
x sin axdx =

1

a2
sin ax−

1

a
x cos ax (93)

∫
x cos axdx =

1

a2
cos ax+

x

a
sin ax (94)

∫
x2 sin axdx =

2x

a2
sin ax+

 2

a3
−
x2

a

 cos ax (95)
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∫
x2 cos axdx =

2x

a2
cos ax+

x2
a
−

2

a3

 sin ax (96)

∫
x sin2 axdx =

x2

4
−

x

4a
sin 2ax−

1

8a2
cos 2ax (97)∫

x cos2 axdx =
x2

4
+

x

4a
sin 2ax+

1

8a2
cos 2ax (98)∫

sin ax sin 2axdx =
2

3a
sin3 ax (99)∫

sin ax cos 2axdx =
1

a
cos ax− 2

3a
cos3 ax (100)∫

cos ax cos 2axdx =
1

a
sin ax− 2

3a
sin3 ax (101)∫

x sin ax sin 2axdx =
1

2

[
x

a
sin ax+

1

a2
cos ax− x

3a
sin 3ax− 1

9a2
cos 3ax

]
(102)

∫ π
2

0
sinn xdx =

∫ π
2

0
cosn xdx =


(n− 1)!!

n!!
n为奇数

(n− 1)!!

n!!
π
2 n为偶数

(103)

∫∞
0

sin ax

x
dx =


π

2
(a > 0)

−
π

2
(a < 0)

(104)

∫∞
0

sin2 ax

x2
dx =

πa

2
(105)

0.5.2.1 详细推导

(91)

∫
sin2 axdx =

1

2
x−

1

4a
sin 2ax

推导：降次

cos 2y = cos2 y − sin2 y = 1− 2 sin2 y sin2 y =
1− cos 2y

2∫
sin2 axdx =

∫
1− cos 2ax

2
dx =

1

2
x−

1

2

∫
cos 2axdx =

1

2
x−

1

4a

∫
cos 2axd2ax =

1

2
x−

1

4a
sin 2ax

(92)

∫
sin3 axdx = −1

a
cos ax+

1

3a
cos3 ax

推导：降次 ∫
sin3 axdx = −1

a

∫
(1− cos2 ax)d cos ax = −1

a
cos ax+

1

3a
cos3 ax

(94)

∫
x cos axdx =

x

a
sin ax+

1

a2
cos ax
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推导：分部积分∫
x cos axdx =

1

a

∫
xd sin ax =

1

a
x sin ax−

1

a

∫
sin axdx =

x

a
sin ax+

1

a2
cos ax

(97)

∫
x sin2 axdx =

x2

4
− x

4a
sin 2ax− 1

8a2
cos 2ax

推导：降次、分部积分∫
x sin2 axdx =

∫
x
1− cos 2ax

2
dx =

∫
(
x

2
− 1

2
x cos 2ax)dx =

∫
x

2
dx− 1

2

∫
x cos 2axdx

=
x2

4
− x

4a
sin 2ax− 1

8a2
cos 2ax

(98)

∫
x cos2 axdx =

x2

4
+

x

4a
sin 2ax+

1

8a2
cos 2ax

推导：降次、分部积分∫
x cos2 axdx =

1

2

∫
xdx+

1

2

∫
x cos 2axdx =

x2

4
+

1

2

(
1

2a

∫
xd sin 2ax

)
=
x2

4
+

1

2

[
1

2a

(
x sin 2ax−

∫
sin 2axdx

)]
=
x2

4
+

x

4a
sin 2ax+

1

8a2
cos 2ax

(99)

∫
sin ax sin 2axdx =

2

3a
sin3 ax

推导：降元∫
sin ax sin 2axdx = 2

∫
sin2 ax cos axdx =

2

a

∫
sin2 axd sin ax =

2

3a
sin3 ax

(100)

∫
sin ax cos 2axdx =

1

a
cos ax− 2

3a
cos3 ax

推导：降元∫
sin ax cos 2axdx =

∫
sin ax(1− 2 sin ax)dx =

∫
(sin ax− 2 sin3 ax)dx =

∫
sin axdx− 2

∫
sin3 axdx

=
1

a
cos ax− 2

3a
cos3 ax

(101)

∫
cos ax cos 2axdx =

1

a
sin ax− 2

3a
sin3 ax

推导：降元∫
cos ax cos 2axdx =

∫
cos ax(cos2 ax− sin2 ax)dx =

∫
cos ax(1− 2 sin2 ax)dx

=

∫
cos axdx− 2

∫
cos ax sin2 axdx

=
1

a
sin ax− 2

a

∫
sin2 axd sin ax

=
1

a
sin ax− 2

3a
sin3 ax
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(102)

∫
x sin ax sin 2axdx =

1

2

[
x

a
sin ax+

1

a2
cos ax− x

3a
sin 3ax− 1

9a2
cos 3ax

]
推导：积化和差公式

sinα sinβ = −1

2
(cos(α+ β)− cos(α− β)) sin ax sin 2ax = −1

2
(cos 3ax− cos ax)∫

x sin ax sin 2axdx =
1

2

∫
x(cos ax− cos 3ax)dx =

1

2

(∫
x cos axdx−

∫
x cos 3axdx

)
=

1

2

[
x

a
sin ax+

1

a2
cos ax− x

3a
sin 3ax− 1

9a2
cos 3ax

]

0.5.3 与指数相关的积分公式

∫∞
0
e−axdx =

1

a
(106)∫∞

0
e−ax

2
dx =

1

2

√
π

a
,

∫∞
0
e−(ax2+bx+c)dx =

1

2

√
π

a
exp

[
b2

4a
− c
]

(107)∫∞
0
x2e−axdx =

2

a3
,

∫∞
0
xne−axdx =

n!

an+1
(n =正整数, a > 0) (108)∫∞

0
xe−ax

2
dx =

1

2a
,

∫∞
0
x2n+1e−ax

2
dx =

n!

2an+1
(109)∫∞

0
x2e−ax

2
dx =

1

4

√
π

a3
,

∫∞
0
x2ne−ax

2
dx =

(2n− 1)!!

2n+1

√
π

a2n+1
(110)∫

xneaxdx =
1

a
xneax − n

a

∫
xn−1eaxdx (n > 0) (111)

∫
eax sin bxdx =

eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx) (112)∫

eax cos bxdx =
eax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx) (113)∫∞

0
e−γx cosβxdx =

γ

β2 + γ2
, γ > 0 (114)∫∞

0
xe−ax sin bxdx =

2ab

(a2 + b2)2
(a > 0) (115)∫∞

0
xe−ax cos bxdx =

a2 − b2

(a2 + b2)2
(a > 0) (116)∫∞

0
e−q

2x2 cos[p(x+ r)]dx =

√
π

q
e
− p2

4q2 cos pr (117)

∫√
ax2 + cdx =


x
2

√
ax2 + c+ c

2
√
a
ln(
√
ax+

√
ax2 + c) (a > 0)

x
2

√
ax2 + c+ c

2
√
−a arcsin(

√
−a
c x) (a < 0)

(118)

注意 n!!为二阶乘，隔一个乘一次。对于非定积分，忽略了常数 C。
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0.5.3.1 详细推导

(106)

∫∞
0
e−axdx =

1

a

推导： ∫∞
0
e−axdx = −1

a

∫∞
0
de−ax = −1

a
e−ax

∣∣∣∞
0

=
1

a

(108)

∫∞
0
e−axxndx =

n!

an+1
（n =正整数，a > 0）

推导：看一个特例∫∞
0
e−axx2dx = −1

a

∫∞
0
x2de−ax = −1

a
(x2e−ax|∞0 − 2

∫∞
0
e−axxdx)

=
2

a

∫∞
0
e−axxdx =

2

a
· (−1

a
)

∫∞
0
xde−ax

= − 2

a2
(x · e−ax|∞0 −

∫∞
0
e−axdx) =

2

a2

∫∞
0
e−axdx

= − 2

a3

∫∞
0
de−ax = − 2

a3
e−ax|∞0 =

2

a3

(107)

∫∞
−∞

e−ax
2
dx =

√
π

a

推导： [∫∞
−∞

e−x
2
dx

]2
=

∫∞
−∞

e−x
2
dx

∫∞
−∞

e−y
2
dy

=

∫∞
−∞

∫∞
−∞

e−(x2+y2)dxdy =

∫2π
0

∫∞
0
er

2
rdrdθ

= −1

2

∫2π
0

∫∞
0
e−r

2
(−2rdr)dθ = [

√
π]2

两边开方，有 ∫∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π

∫∞
−∞

e−ax
2
dx =

1√
a

∫∞
−∞

ey
2
dy =

√
π√
a

(y =
√
ax)

(110)

∫∞
0
x2e−ax

2
dx =

1

4

√
π

a3

推导：（方法一）分部积分

（方法二）将 x视为常数，a视为变量。左右两边关于 a对∫∞
0
e−ax

2
dx =

1

2

√
π

a

求导，因为 a与 x无关，故求导可放入积分中，有
d

da

∫∞
0
e−ax

2
dx =

∫∞
0

∂

∂a

(
e−ax

2
)
dx = −

∫∞
0
x2e−ax

2
dx

∂

∂a

(
1

2

√
π

a

)
=

1

2

√
π

(
−1

2
a−

3
2

)
= −1

4

√
π

a3
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即 ∫∞
0
x2e−ax

2
dx =

1

4

√
π

a3

(114)

∫∞
0
e−γx cosβxdx =

γ

β2 + γ2
, γ > 0

推导：进行分步积分，有

I =

∫∞
0
e−γx cosβxdx = e−γx

sinβx

β

∣∣∣∞
0

+
γ

β

∫∞
0
e−γx sinβxdx

=
γ

β

∫∞
0
e−γx sinβxdx = − γ

β2
e−γx cosβx

∣∣∣∞
0
− γ2

β2

∫∞
0
e−γx cosβxdx

=
γ

β2
− γ2

β2
I

移项后，有 (
1 +

γ2

β2

)
I =

γ

β2

即

I =
γ

β2 + γ2

0.5.4 多重积分

被积函数可以理解为积分区域各点的权重，积分区域是“体”，则是三重积分；积分区域是

“面”，则是二重积分；积分区域是“线”，则是第一类型曲线积分。当这个权重为常数 1时，三

重积分得到的就是积分区域“体”的体积；二重积分得到的是积分区域“面”的面积；第一类曲

线积分得到的是曲线的长度。

0.5.4.1 三重积分的理解

积分的理解以求和加微元来理解是方便的。三重积分，想象三维空间中（无论什么坐标系），

存在一个封闭的实体，该实体就是那些积分上下限围成的积分区域。被积函数 f(x, y, z)为该实

体中各点 (x, y, z)的值。于是三重积分就变成了实体中各点 (x, y, z)值的求和，近似体积微元处

各点值相等，数学就表示成，I =
∑
f(x, y, z)dV。

将 f(x, y, z)视为实体中各点 (x, y, z)的密度，则三重积分的结果就是质量了。当 f(x, y, z)

为常数 1时，由m = ρV = V, ρ = 1，三重积分的结果就是该围成区域实体的体积了。如，球的

体积公式推导。设球的半径为 a，选球坐标系，坐标原点为球心，有

V =

∫2π
0
dθ

∫0
π
d cosφ

∫a
0
F (r, φ, θ)r2dr = 4π

∫a
0
r2dr =

4π

3
a3 其中F (r, φ, θ) = 1 (119)

0.5.4.2 球坐标下的三重积分

∫∫∫
Ω
f(x, y, z)dV =

∫∫∫
Ω′
f(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)r2 sin θdrdφdθ (120)

记 F (r, φ, θ) = f(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)，若坐标原点 O位于封闭曲面 S所围区域 Ω内，
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S的球坐标方程为 r = r(φ, θ)，则：∫∫∫
Ω
f(x, y, z)dV =

∫2π
0
dθ

∫π
0
sinφdφ

∫ r(θ,φ)
0

F (r, φ, θ)r2dr (121)

注意有时也用如下表示∫2π
0
dθ

∫π
0
(−1)d cosφ

∫ r(θ,φ)
0

F (r, φ, θ)r2dr =

∫2π
0
dθ

∫0
π
d cosφ

∫ r(θ,φ)
0

F (r, φ, θ)r2dr (122)

0.5.4.3 二重积分的理解

二重积分的理解方式与三重有些不一样，其实也可以同样去理解，只是不够直观，但在求

质心之类的东西会用到。还是采用虽不一样但直观的去理解吧。将被积函数 f(x, y)的值扩充为

第三坐标 z 的值，而积分区域是一个面。于是二重积分的微元以面微元 ds 为底，被积函数值

z = f(x, y)为高的柱形体积。

0.6 级数

0.6.1 泰勒展开

若函数 f(x)在含有点 x0的某开区间 (a, b)内有直到 n+ 1阶导数，则当 x在 (a, b)内时

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n +Rn(x) (123)

其中

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 (124)

这里 ξ是 x0与 x之间的某个值。

有时遇到的另一种形式是，函数 y(x+ h)（h是常数）在 x处展开，即：

y(x+ h) = y(x) + y′(x)(x+ h− x) + y′′(x)

2!
(x+ h− x)2 + · · ·+ y(n)(x)

n!
(x+ h− x)n +Rn(x)

= y(x) + hy′(x) +
h2

2
y′′(x) + · · ·+ hn

n!
y(n)(x) +Rn(x) (125)

其中

Rn(x) =
y(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x+ h− x)(n+1) =

h(n+1)

(n+ 1)!
y(n+1)(ξ) ξ ∈ (x, x+ h) (126)

0.6.2 麦克劳林级数

麦克劳林级数是泰勒展开的一种特殊情形，即 x0 = 0在 0处展开

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · · (127)

0.6.3 常用函数的泰勒展开

√
1 + x = 1 +

1

2
x− 1

2 · 4
x2 +

1 · 3
2 · 4 · 6

x3 − 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 8

x4 + · · ·+ (−1)n−1 1 · 3 · 5 · · · (2n− 3)

2 · 4 · 6 · · · 2n
xn + · · ·

(128)
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ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · (129)

cosx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ · · · （偶） (130)

sinx =

∞∑
n=0

(−1)n x(2n+1)

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n x(2n+1)

(2n+ 1)!
+ · · · （奇）

(131)

以上 n = 0, 1, 2, · · ·

0.6.4 欧拉公式

eix = cosx+ i sinx (132)

证明：

eix = 1 + ix+
(ix)2

2!
+

(ix)3

3!
+

(ix)4

4!
+

(ix)5

5!
+

(ix)6

6!
+ · · ·

= 1 + ix− x2

2!
− ix3

3!
+
x4

4!
+
ix5

5!
− x6

6!
+ · · ·

=

(
1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·

)
+ i

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·

)
=

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)n x(2n+1)

(2n+ 1)!

= cosx+ i sinx (133)

其中正弦、余弦可以表示为

sinx =
1

2i
(eix − e−ix) cosx =

1

2
(eix + e−ix) (134)

0.7 傅里叶解析

正交的概念很重要。

0.7.1 傅里叶级数

f(t) =A+ a1 cos t+ a2 cos 2t+ a3 cos 3t+ · · ·+ an cosnt+ · · ·

+ b1 sin t+ b2 sin 2t+ b3 sin 3t+ · · ·+ bn sinnt+ · · ·

=
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) (135)

其中

an =
1

π

∫2π
0
f(t) cosntdt (136)
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bn =
1

π

∫2π
0
f(t) sinntdt (137)

A =
1

2π

∫2π
0
f(t)dt =

1

2
a0 (138)

系数 an、bn是利用函数的正交性及∫2π
0

sinnx sinnxdx =

∫2π
0

1

2
(1− cos 2nx)dx =

1

2

[
x− 1

2n
sin 2nx

]2π
0

= π (139)

得到的。

0.7.2 傅里叶级数的复数形式

利用欧拉公式

cosx =
1

2
(eix + e−ix) sinx =

1

2i
(eix − e−ix) (140)

可得

cosnωt =
1

2
(einωt + e−inωt) (141)

sinnωt =
1

2i
(einωt − e−inωt) = − i

2
(einωt − e−inωt) (142)

于是

f(t) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnωt+ bn sinnωt)

=
a0
2

+
∞∑
n=1

[
an
2
(einωt + e−inωt)− ibn

2
(einωt − e−inωt)

]

=
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an − ibn

2
einωt +

an + ibn
2

e−inωt
)

(143)

令

a0 = c0 an − ibn = cn an + ibn = c−n n = 1, 2, · · · (144)

则

f(t) =
1

2
c0 +

1

2

∞∑
n=1

cne
inωt +

1

2

−∞∑
n=−1

cne
inωt

=
1

2

+∞∑
n=−∞

cne
inωt (145)

这就是傅里叶级数的复数形式。cn称为复振幅，cn与 c−n是一对共轭复数。

对于系数 cn也是由欧拉公式变换得到，

cn = an − ibn

=
ω

π

∫ π
ω

− π
ω

f(t) cosnωtdt− iω
π

∫ π
ω

− π
ω

f(t) sinnωtdt

=
ω

π

∫ π
ω

− π
ω

f(t)(cosnωt− i sinnωt)dt

=
ω

π

∫ π
ω

− π
ω

f(t)e−inωtdt n = 1, 2, · · · (146)
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同理 c−n = an + ibn或直接利用 c−n = c∗n，得

c−n =
ω

π

∫ π
ω

− π
ω

f(t)einωtdt n = 1, 2, · · · (147)

又

c0 = a0 =
ω

π

∫ π
ω

− π
ω

f(t)dt (148)

于是归纳成一个公式，有

cn =
ω

π

∫ π
ω

− π
ω

f(t)e−inωtdt n = 0,±1,±2, · · · (149)

傅里叶级数的两种形式，本质是一样的，但在某些实际问题中，复数形式比较方便，系数 cn

的计算公式只有一个，而且 cn和 c−n的模直接反映了 n次谐波的振幅的大小，这是因为 n次谐

波

an cosnωt+ bn sinnωt = An sin(nωt+ φn) (150)

的振幅是

An =
√
a2n + b2n (151)

且有 |cn| = |c−n| = An。

0.7.3 一维傅里叶变换及逆变换

一维变量的傅里叶变换和逆变换的定义为

F (ω) =

∫∞
−∞

f(t)e−iωtdt (152)

f(t) =
1

2π

∫∞
−∞

F (ω)eiωtdω (153)

它们的离散傅里叶变换和逆变换的形式是

X(n) = ∆t
N−1∑
m=0

x(m)e−2πinm/N , n = 0, 1, · · · , N − 1 (154)

x(m) =
1

N∆t

N−1∑
n=0

X(n)e2πimn/N , m = 0, 1, · · · , N − 1 (155)

其中，N 是离散时间的格点数（取为 2的整数次幂），∆t是时间间隔。离散傅里叶变换与连续傅

里叶变换的对应关系是

t = m∆t, ν =
2π

N∆t
n (156)

0.7.4 二维傅里叶变换及逆变换

二维变量的傅里叶变换和逆变换的形式为

f(k⃗) =

∫∞
−∞

f(r⃗)e−ik⃗·r⃗dr⃗ (157)

f(r⃗) =
1

(2π)2

∫∞
−∞

f(k⃗)eik⃗·r⃗dk⃗ (158)
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在格点数为 N ×N、间距是 ∆x的二维网格内，离散傅里叶变换和逆变换的形式为

ηµ,ν = ∆x2
N−1∑
m,n=0

ηm,ne
−i 2π

N
(mµ+nν), µ, ν = 0, 1, · · · , N − 1 (159)

ηm,n =
1

(N∆x)2

N−1∑
µ,ν=0

ηµ,νe
i 2π
N

(mµ+nν), m, n = 0, 1, · · · , N − 1 (160)

为了方便编程，ηµ,ν 展开为

ηµ,ν = ∆x2η0,0e
−i 2π

N
(0∗µ+0∗ν) +∆x2η0,1e

−i 2π
N

(0∗µ+1∗ν) (161)

0.7.5 Parseval定理和 Plancherel定理

设函数 f(x)和 g(x)均存在傅里叶变换：

F (ω) =

∫∞
−∞

f(x) exp(−iωx)dx, G(ω) =

∫∞
−∞

g(x) exp(−iωx)dx (162)

它们的反变换为

f(x) =
1

2π

∫∞
−∞

F (ω) exp(iωx)dω, g(x) =
1

2π

∫∞
−∞

G(ω) exp(iωx)dω (163)

则 Parseval定理表示为 ∫∞
−∞

f(x)g∗(x)dx =
1

2π

∫∞
−∞

F (ω)G∗(ω)dω (164)

而 Plancherel定理表示为 ∫∞
−∞
|f(x)|2dx =

1

2π

∫∞
−∞
|F (ω)|2dω (165)

证明： ∫∞
−∞

f(x)g∗(x)dx =

∫∞
−∞

f(x)

[
1

2π

∫∞
−∞

G(ω) exp(iωx)dx

]∗
dx

=
1

2π

∫∞
−∞

f(x) [G∗(ω) exp(−iωx)dω] dx

=
1

2π

∫∞
−∞

G∗(ω)

[∫∞
−∞

f(x) exp(−iωx)dx
]
dω

=
1

2π

∫∞
−∞

F (ω)G∗(ω)dω (166)

Parseval定理得证。令 g = f，则 Plancherel定理得证。

0.8 矢量代数

0.8.1 数量积

数量积：两矢量 A⃗与 B⃗ 的模和它们间的夹角的余弦的乘积，也叫点积、内积。

基本性质：

A⃗ · B⃗ = 0⇐⇒ A⃗ = 0,或 B⃗ = 0或 A⃗ ⊥ B⃗
交换律：A⃗ · B⃗ = B⃗ · A⃗
分配律：(A⃗+ B⃗) · C⃗ = A⃗ · C⃗ + B⃗ · C⃗
(A⃗ · B⃗)λ = A⃗ · (B⃗λ) = (λA⃗) · B⃗
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0.8.2 矢量积

矢量积（叉积、外积）：C⃗ = A⃗× B⃗

|C⃗| = |A⃗| · |B⃗| sin(̂⃗A, B⃗)，̂⃗
A, B⃗ 表示 A⃗与 B⃗ 的夹角

C⃗ 垂直于 A⃗, B⃗

C⃗ 的方向按“右手法则”确定

|A⃗× B⃗|的几何意义：以 A⃗、B⃗ 为邻边的平行四边形的面积

基本性质：

A⃗× A⃗ = 0

A⃗× B⃗ = −(B⃗ × A⃗)
(λA⃗)× B⃗ = λ(A⃗× B⃗) = A⃗× (λB⃗)

(A⃗+ B⃗)× C⃗ = A⃗× C⃗ + B⃗ × C⃗

0.8.3 混合积

(A⃗× B⃗) · C⃗ = (B⃗ × C⃗) · A⃗ = (C⃗ × A⃗) · B⃗

= −(B⃗ × A⃗) · C⃗ = −(C⃗ × B⃗) · A⃗ = −(A⃗× C⃗) · B⃗ (167)

(A⃗× B⃗) · C⃗ = A⃗ · (B⃗ × C⃗) (168)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗) (169)

0.8.4 矢量算符相乘

量子力学中矢量算符定义成

A⃗ = Axe⃗x +Ay e⃗y +Az e⃗z = Aαe⃗α 写法一

= Ax⃗i+Ay j⃗ +Azk⃗ 写法二

= Axx̂+Ayŷ +Azx̂ 写法三 (170)

其中 e⃗x, e⃗y, e⃗z，⃗i, j⃗, k⃗和 x̂, ŷ, ẑ都是 x, y, z轴方向单位矢量的一种表示形式；Ax等为算符或常量；

α代表 x, y, z分量之一，表示该项遍及 x, y, z求和。

设 A⃗, B⃗, C⃗ 为矢量算符，有

A⃗ · B⃗ = AαBα = AxBx +AyBy +AzBz (171)

A⃗× B⃗ =
∑

εαβγAαBαe⃗γ =
∑

εαβγ e⃗αAαBγ

= AxBy e⃗z +AyBz e⃗x +AzBxe⃗y −AxBz e⃗y −AyBxe⃗z −AzBy e⃗x

= AxByk⃗ +AyBz⃗i+AzBxj⃗ −AxBz j⃗ −AyBxk⃗ −AzBy⃗i (172)
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其中 εαβγ 是 Levi-Civita符号，是一个三阶反对称张量，定义如下：

εαβγ = −εβαγ = −εαγβ (173)

ε123 = 1 (174)

式中 α, β, γ = (1, 2, 3)，εαβγ 对于任何两个指标对换，要改变正负号。因此，若有两个指标相同，

则为 0，例如，ε112 = ε121 = 0。

0.9 坐标系

0.9.1 极坐标系

详细参见：http://mathworld.wolfram.com/PolarCoordinates.html

直角坐标系中表示 P 点 (x, y)，则在极坐标系中表示 (r, θ)，如图：

直角坐标系变换到极坐标系为 x = r cos θ

y = r sin θ
(175)

于是直角坐标系变换到极坐标系只需将上式代入直角坐标系的表达式中化简就可以了。如，将

x2 + y2 = x,
[
(x− 1

2
)2 + y2 =

1

4

]
(176)

变换到极坐标下，有

r2 cos2 θ + r2 sin2 θ = r cos θ =⇒ r = cos θ (177)

极坐标系变换到直接坐标系为 r =
√
x2 + y2

θ = arctan y
x x ̸= 0

(178)

0.9.2 柱坐标系

详细参见：http://mathworld.wolfram.com/CylindricalCoordinates.html
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很好理解。在极坐标的基础上往 z方向上扩充一个 dz就行了。

x = ρ cos θ, y = ρ cos θ, z = z, r =
√
ρ2 + z2 (179)

∫
Ω
f(x, y, z)dV =

∫
Ω′
f(ρ cos θ, r sin θ, z)ρdρdθdz (180)

∇2u =
∂2u

∂ρ2
+

1

ρ

∂u

∂ρ
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+
∂2u

∂z2
(181)

0.9.3 球坐标系

详细参见：http://mathworld.wolfram.com/SphericalCoordinates.html

图 1: 由于没有时间作图，先拿这几幅图网上找到的图将就下吧

点 P 在球坐标系下表示为 (r, θ, ϕ)，其中各分量的定义为5：

r：P 点离坐标原点 O的距离，变化范围：0 ⩽ r ⩽∞；
θ：O与 P 的连线与 z轴（极轴）正方向的夹角，称为极角，变化范围：0 ⩽ θ ⩽ π（注意
起始位置）；

ϕ：O与 P ′ 的连线对 x轴正方向的夹角，其中 P ′ 是 P 点在 xy 平面的投影，ϕ也称为 P

点的方位角，变化范围：0 ⩽ ϕ ⩽ 2π（也注意起始位置）；

0.9.3.1 单位矢量

球坐标系的单位矢量为

e⃗r e⃗θ e⃗ϕ (182)

5在不同的书中，各分量的表示符号可能不同，所以用时一定要明确定义。
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它们的叉乘关系为

e⃗r × e⃗r = 0 e⃗r × e⃗θ = e⃗ϕ e⃗ϕ × e⃗r = e⃗θ (183)

0.9.3.2 体积元

如图将体积元近似为立方体，然后分别求各边长。

矢量在 θ方向的微小偏移 dθ对应的是一段半径为 r，角度为 dθ的圆弧，即：r · dθ；
矢量在 ϕ方向的微小偏移 dϕ对应的是投影在 xy平面，半径为 r sin θ，角度为 dϕ的圆弧，

即：r sin θ · dϕ；
矢量在 r̂方向的微小偏移 dr仍为 dr。

于是有

dV = r2 sin θdrdϕdθ = r2d cos θdrdϕ (184)

0.9.3.3 立体角

立体角的定义：球坐标面积元与距离平方的反比，dΩ =
dS

r2
。

球面积元：dS = (·rdθ) · (r sin θ · dϕ) = r2dθ sin θdϕ

于是有

dΩ =
dS

r2
= sin θdθdϕ (185)

0.9.4 球坐标系与直角坐标系的变换

0.9.4.1 变换关系

图 2: 球坐标系与直角坐标系

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ (186)

r2 = x2 + y2 + z2, cos θ =
z

r
, tanϕ =

y

x
(187)
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0.9.4.2 微元变换

将 r、θ、ϕ视为变量，对变换关系（186）式求导有

dx = dr · sin θ cosϕ+ r · cos θdθ · cosϕ+ r sin θ · (− sinϕ)dϕ (188)

dy = dr · sin θ sinϕ+ r · cos θdθ · sinϕ+ r sin θ · cosϕdϕ (189)

dz = dr · cos θ + r · (− sin θ)dθ (190)

即

dx = sin θ cosϕdr + r cos θ cosϕdθ − r sin θ sinϕdϕ (191)

dy = sin θ sinϕdr + r cos θ sinϕdθ + r sin θ cosϕdϕ (192)

dz = cos θdr − r sin θdθ (193)

将 dr、dθ、dϕ视为变量，对上面方程组求解，得

dr = sin θ cosϕdx+ sin θ sinϕdy + cos θdz (194)

dθ =
1

r
cos θ cosϕdx+

1

r
cos θ sinϕdy − 1

r
sin θdz (195)

dϕ = − sinϕ

r sin θ
dx+

cosϕ

r sin θ
dy (196)

0.9.4.3 偏导变换

（1）利用 r2 = x2 + y2 + z2计算 r对 x的偏导数，

2r
∂r

∂x
= 2x =⇒ ∂r

∂x
=
x

r
(197)

再利用直角坐标系与球坐标系的关系，有
∂r

∂x
=
x

r
=
x

ρ

ρ

r
= cosϕ sin θ (198)

同理，有
∂r

∂y
=
y

r
= sinϕ sin θ

∂r

∂z
=
z

r
= cos θ (199)

（2）对 cos θ =
z

r
两边计算 θ对 x的偏导数，有

− sin θ
∂θ

∂x
= − z

r2
∂r

∂x
(200)

利用（198）、（199）式，有
∂θ

∂x
=

1

sin θ

z

r2
∂r

∂x
=

1

sin θ

z

r2
cosϕ sin θ =

1

r
cos θ cosϕ (201)

同理，有
∂θ

∂y
=

1

r
cos θ sinϕ

∂θ

∂z
= −1

r
sin θ (202)

（3）再对 tanϕ =
y

x
两边计算 ϕ对 x的偏导数，得

∂ϕ

∂x
= − y

x2
cos2 ϕ = −1

r

sinϕ

sin θ
(203)
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同理，有
∂ϕ

∂y
=

1

r

cosϕ

sin θ

∂ϕ

∂z
= 0 (204)

（4）利用上面这些关系可以求得
∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ
= cosϕ sin θ

∂

∂r
+

1

r
cos θ cosϕ

∂

∂θ
− 1

r

sinϕ

sin θ

∂

∂ϕ
(205)

∂

∂y
=
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕ
= sinϕ sin θ

∂

∂r
+

1

r
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+

1

r

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ
(206)

∂

∂z
=
∂r

∂z

∂

∂r
+
∂θ

∂z

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂z

∂

∂ϕ
= cos θ

∂

∂r
− 1

r
sin θ

∂

∂θ
(207)

0.9.4.4 单位矢量变换

e⃗r = sin θ cos φ⃗i+ sin θ sinφj⃗ + cos θk⃗ (208)

e⃗θ = cos θ cos φ⃗i+ cos θ sinφj⃗ − sin θk⃗ (209)

e⃗φ = − sin φ⃗i+ cosφj⃗ (210)

∂e⃗r

∂θ
= e⃗θ,

∂e⃗θ

∂θ
= −e⃗r,

∂e⃗φ

∂θ
= 0 (211)

∂e⃗r

∂r
=
∂e⃗θ

∂r
=
∂e⃗z

∂r
= 0 (212)

∂e⃗r

∂φ
= sin θe⃗φ,

∂e⃗θ

∂φ
= cos θe⃗φ,

∂e⃗φ

∂φ
= − sin θe⃗r − cos θe⃗θ (213)

0.10 哈密顿算子∇与拉普拉斯算子 ∆

这部分内容属于矢量分析与场论的知识，可以参考谢树艺的《矢量分析与场论》。

哈密顿算子是矢量微分算子，标量和矢量与它作用是不同的。

0.10.1 直角坐标系下

（1）哈密顿算子

∇ = i⃗
∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z
(214)

对于标量 u，有

∇u =

(⃗
i
∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z

)
u =

∂u

∂x
i⃗+

∂u

∂y
j⃗ +

∂u

∂z
k⃗ (215)

对于矢量 A⃗

A⃗ = Ax⃗i+Ay j⃗ +Azk⃗ (216)

点乘，有

∇ · A⃗ =

(⃗
i
∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z

)
·
(
Ax⃗i+Ay j⃗ +Azk⃗

)
=
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

(217)
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得到一个标量！叉乘，有

∇× A⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z

 i⃗+

∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

 j⃗ +

∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

 k⃗ (218)

仍是一个矢量！其中∇u = gradu，梯度；∇ · A⃗ = divA⃗，散度；∇× A⃗ = rotA⃗，旋度。

（2）拉普拉斯算子

∆ = ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(219)

0.10.2 球坐标系下

（1）哈密顿算子

∇ = e⃗r
∂

∂r
+ e⃗θ

1

r

∂

∂θ
+ e⃗φ

1

r sin θ

∂

∂φ
(220)

u为标量，则

∇u = e⃗r
∂u

∂r
+ e⃗θ

1

r

∂u

∂θ
+ e⃗φ

1

r sin θ

∂u

∂φ
(221)

A⃗为矢量，则

∇ · A⃗ =
1

r

∂

∂r
(r2Ar) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

r sin θ

∂Aφ
∂φ

∇× A⃗ =
1

r2 sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e⃗r re⃗θ r sin θe⃗φ

∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂φ

Ar rAθ r sin θAφ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(222)

（2）拉普拉斯算子

∆ = ∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
(223)

证明：（a）由球坐标下哈密顿算子得到。

（b）由直角坐标下哈密顿算子得到。由（205）式，有
∂2

∂x2
=

(
cosϕ sin θ

∂

∂r
+

1

r
cos θ cosϕ

∂

∂θ
− 1

r

sinϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)
×
(
cosϕ sin θ

∂

∂r
+

1

r
cos θ cosϕ

∂

∂θ
− 1

r

sinϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)
=sin2 θ cos2 ϕ

∂2

∂r2
+

1

r2
cos θ cos2 ϕ

∂

∂θ

(
cos θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ
sinϕ

∂

∂ϕ

(
sinϕ

∂

∂ϕ

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ sin θ cos θ cos2 ϕ
∂

∂r

(
1

r

∂

∂θ

)
− sin θ cosϕ

sinϕ

sin θ

∂

∂r

(
1

r

∂

∂ϕ

)
:::::::::::::::::::::::::::

+
1

r
cos θ cos2 ϕ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂r

)
− 1

r2
cos θ cosϕ sinϕ

∂

∂θ

(
1

sin θ

∂

∂ϕ

)
−1

r

sinϕ

sin θ
sin θ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂

∂r

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− 1

r2
sinϕ

sin θ
cos θ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂

∂θ

)
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=sin2 θ cos2 ϕ
∂2

∂r2
− 1

r2
cos2 ϕ cos θ sin θ

∂

∂θ
+

1

r2
cos2 ϕ cos2 θ

∂2

∂θ2

+
1

r2 sin2 θ
sinϕ cosϕ

∂

∂ϕ
+

1

r2 sin2 θ
sin2 ϕ

∂2

∂ϕ2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− 1

r2
sin θ cos θ cos2 ϕ

∂

∂θ
+

1

r
sin θ cos θ cos2 ϕ

∂2

∂r∂θ

+
1

r2
cosϕ sinϕ

∂

∂ϕ
− 1

r
cosϕ sinϕ

∂2

∂r∂ϕ
::::::::::::::::::::::::::::::::::::

+
1

r
cos2 θ cos2 ϕ

∂

∂r
+

1

r
sin θ cos θ cos2 ϕ

∂2

∂r∂θ

+
1

r2
cos θ cosϕ sinϕ

cos θ

sin2 θ

∂

∂ϕ
− 1

r2
cos θ

sin θ
cosϕ sinϕ

∂2

∂θ∂ϕ

+
1

r
sin2 ϕ

∂

∂r
− 1

r
sinϕ cosϕ

∂2

∂r∂ϕ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+
1

r2
sin2 ϕ cos θ

sin θ

∂

∂θ
− 1

r2
sinϕ cosϕ

sin θ
cos θ

∂2

∂ϕ∂θ
(224)

同理，由（206）式，有
∂2

∂y2
=

(
sinϕ sin θ

∂

∂r
+

1

r
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+

1

r

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)
×
(
sinϕ sin θ

∂

∂r
+

1

r
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+

1

r

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)
=sin2 θ sin2 ϕ

∂2

∂r2
+

1

r2
cos θ sin2 ϕ

∂

∂θ

(
cos θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ
cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂

∂ϕ

)
+ sin θ sin2 ϕ cos θ

∂

∂r

(
1

r

∂

∂θ

)
+ sin θ sinϕ

cosϕ

sin θ

∂

∂r

(
1

r

∂

∂ϕ

)
+

1

r
cos θ sin2 ϕ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂r

)
+

1

r2
cos θ sinϕ cosϕ

∂

∂θ

(
1

sin θ

∂

∂ϕ

)
+

1

r

cosϕ

sin θ
sin θ

∂

∂ϕ

(
sinϕ

∂

∂r

)
+

1

r2
cosϕ

sin θ
cos θ

∂

∂ϕ

(
sinϕ

∂

∂θ

)
(225)

0.10.3 球坐标下 ∆第一项的几种等效表示

(
∂

∂r
+

1

r

)2

=
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
=

1

r

∂2

∂r2
r =

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
(226)

证明：（形式一）(
∂

∂r
+

1

r

)2

ψ =

(
∂

∂r
+

1

r

)(
∂

∂r
+

1

r

)
ψ =

(
∂

∂r
+

1

r

)(
∂ψ

∂r
+
ψ

r

)
=
∂2ψ

∂r2
+

∂

∂r

(
ψ

r

)
+

1

r

∂ψ

∂r
+
ψ

r2
=
∂2ψ

∂r2
+

1

r

∂ψ

∂r
− ψ

r2
+

1

r

∂ψ

∂r
+
ψ

r2

=

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
ψ (227)

（形式二）只与 ψ一阶导有关，与 ψ无关。
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
=

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
=

1

r2

(
2r

∂

∂r
+ r2

∂

∂r2

)
=

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
(228)
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（形式三）
1

r

∂2

∂r2
(rψ) =

1

r

∂

∂r

(
ψ + r

∂ψ

∂r

)
=

1

r

(
∂ψ

∂r
+
∂ψ

∂r
+ r

∂2ψ

∂r2

)
=

∂2

∂r2
ψ +

2

r

∂

∂r
ψ

=

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
ψ (229)

得证。

0.10.4 ∇运算的基本公式

（1）梯度运算的基本公式

∇C = 0 （C 为常数） (230)

∇(αu+ βv) = α∇u+ β∇v （α, β 是常数） (231)

∇(uv) = u∇v + v∇u (232)

∇

u
v

 =
1

v2
(v∇u− u∇v) (233)

∇f(u) = f ′(u)∇u (234)

跟微分的运算一样，但注意 u, v为标量。

（2）散度运算的基本公式

∇ · (αa⃗+ βb⃗) = α∇ · a⃗+ β∇ · b⃗ (235)

∇ · (ua⃗) = ∇u · a⃗+ u∇ · a⃗ （u是数值函数，是标量。） (236)

（3）其他

∇× (∇× a⃗) = ∇(∇ · a⃗)−∇2a⃗ (237)

∇ · (µa⃗) = a⃗ · ∇µ+ µ∇ · a⃗ (238)

∇ · (∇× a⃗) = 0 (239)

∇× (∇µ) = 0 (240)

0.10.5 与 ∇相关的运算

首先认清 r⃗、r，一个是矢量，一个是标量，在直角坐标下和球坐标下，分别是：

r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗ r =
√
x2 + y2 + z2, r⃗ = re⃗r r

∇又个矢量，故 ∇对它们的运算是不同的。

(1) ∇r =
r⃗

r
(241)

证明：注意：∇是矢量，矢量与标量相乘还是矢量！

（a）直角坐标下

∇r = ∂
√
x2 + y2 + z2

∂x
i⃗+

∂
√
x2 + y2 + z2

∂y
j⃗ +

√
x2 + y2 + z2

∂z
z⃗
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=
x√

x2 + y2 + z2
i⃗+

y√
x2 + y2 + z2

j⃗ +
z√

x2 + y2 + z2
z⃗

=
x⃗i+ yj⃗ + zk⃗√
x2 + y2 + z2

=
r⃗

r
(242)

（b）球坐标下

∇r = e⃗r
∂r

∂r
+ e⃗θ

1

r

∂r

∂θ
+ e⃗φ

1

r sin θ

∂r

∂φ
= e⃗r =

r⃗

r
(243)

得证。

(2) ∇1

r
= − r⃗

r3
(244)

证明：（b）球坐标下

∇r = e⃗r
∂

∂r

1

r
+ e⃗θ

1

r

∂

∂θ

1

r
+ e⃗φ

1

r sin θ

∂

∂φ

1

r

= e⃗r
∂

∂r

1

r
= −e⃗r

1

r2
= − r⃗

r3
(245)

得证。

(3) ∇r2 = 2r⃗ (246)

证明：注意：∇是矢量，矢量与标量相乘还是矢量！

（a）直角坐标下

∇r2 = ∂(x2 + y2 + z2)

∂x
i⃗+

∂(x2 + y2 + z2)

∂y
j⃗ +

∂(x2 + y2 + z2)

∂z
k⃗

= 2x⃗i+ 2yj⃗ + 2zk⃗ = 2r⃗ (247)

（b）球坐标下

∇r2 = e⃗r
∂r2

∂r
+ e⃗θ

1

r

∂r2

∂θ
+ e⃗φ

1

r sin θ

∂r2

∂φ
= e⃗r

∂r2

∂r
= 2re⃗r = 2r⃗ (248)

得证。

(3) ∇ · r⃗ = 3 (249)

证明：（a）直角坐标下

∇ · r⃗ =
(⃗
i
∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z

)
·
(
x⃗i+ yj⃗ + zk⃗

)
=
∂x

∂x
+
∂y

∂y
+
∂z

∂z
= 3 (250)

（b）球坐标下

∇ · r⃗ =
(
e⃗r
∂

∂r
+ e⃗θ

1

r

∂

∂θ
+ e⃗φ

1

r sin θ

∂

∂φ

)
· (re⃗r)

= e⃗r · e⃗r
∂r

∂r
+ e⃗θ

∂e⃗r
∂θ

+ e⃗φ
1

sin θ

∂e⃗r
∂φ

= 1 + e⃗θ · e⃗θ + e⃗φ
1

sin θ
· sin θe⃗φ

= 3 (251)
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得证。参考单位矢量变换。

0.10.6 与 ∆相关的运算

(1) ∇2
1

r
= 0 (252)

证明：（a）直角坐标下

∇2 1

r
=

∂2

∂x2

(
1

r

)
+

∂2

∂y2

(
1

r

)
+

∂2

∂z2

(
1

r

)
(253)

令 u = u(r) = 1
r、r = r(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2，r是 x, y, z的多元函数，而 u是以 r为变量的

复合函数，就变量 r来看，u(r)是 r的一元函数。在推导过程中经常将变量省写掉，所以一定要

认清函数和函数的变量。于是，与一元复合函数求导过程一样
∂u

∂x
=
∂u

∂r

∂r

∂x
(254)

这里的
∂u

∂r
、
∂r

∂x
是整体标记，不是上下之商，不要推着推着相互略掉。对

∂u

∂r
来说 u = u(r)的变

量就是 r，是一个一元函数求导
∂u

∂r
=

∂

∂r

(
1

r

)
= − 1

r2
(255)

而对
∂r

∂x
来说 r是 x, y, z 的多元函数，即 r = r(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2，是将 y, z 变量视为常

数的偏导
∂r

∂x
=

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)

1
2 =

1

2
(x2 + y2 + z2)−

1
2 · 2x =

x

r
(256)

于是，有
∂u

∂x
=
∂u

∂r

∂r

∂x
= − 1

r2
· x
r
= − x

r3
(257)

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
− x
r3

)
= −

r3 − x ∂
∂xr

3

r6
= −

r3 − x · 3r2 ∂r∂x
r6

= − 1

r3
+

3x2

r5
(258)

由函数对于自变量的对称性，得
∂2u

∂y2
= − 1

r3
+

3y2

r5
∂2u

∂z2
= − 1

r3
+

3z2

r5
(259)

∇2 1

r
=

∂2

∂x2

(
1

r

)
+

∂2

∂y2

(
1

r

)
+

∂2

∂z2

(
1

r

)
= − 3

r3
+

3(x2 + y2 + z2)

r5
= 0 (260)

（b）球坐标下

∇2 1

r
=

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

]
1

r
(261)

1
r 只是 r的函数，∇2 1

r 的 θ, φ分量均为 0，即

∇2 1

r
=

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
1

r
(262)

由于 (
∂

∂r
+

1

r

)2

=
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
=

1

r

∂2

∂r2
r =

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
(263)
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有这么多种等效方式，选
1

r

∂2

∂r2
r (264)

是方便的，有

∇2 1

r
=

1

r

∂2

∂r2
r · 1

r
=

1

r

∂2

∂r2
1 = 0 (265)

对常数偏导为 0。对于其他等效方式，代入运算，最终也是为 0。

得证。

(2) ∇2r =
2

r
(266)

证明：（a）直角坐标下

（b）球坐标下。由于 r只是 r；θ, φ分量为 0，有

∇2r =
1

r

∂2

∂r2
r · r = 1

r

∂2

∂r2
r2 =

1

r

∂

∂r
2r =

1

r
· 2 =

2

r
(267)

得证。

0.11 微分方程

0.11.1 一阶线性微分方程

形如

y′ + p(t)y = q(t) (268)

的方程，称为一阶线性微分方程，q(t)称为自由项。一阶，指的是方程中关于 y的导数是一阶导

数。线性，指的是方程简化后的每一项关于 y、y′的指数为 1。若 q(t) = 0，则原方程简化为

y′ + p(t)y = 0 (269)

称为一阶齐次线性微分方程。若 q(t) ̸= 0，则原方程可进一步称为一阶非齐次线性微分方程。

1. 一阶齐次线性微分方程的通解 方程 y′ + p(t)y = 0是变量可分离方程，其通解为

y = ce−
∫
p(t)dt (270)

其中 c为任意常数。

2. 一阶非齐次线性微分方程的通解 首先写出对应的齐次方程的通解，即（270）式；其次将常

数 c改写为变量 t的函数；于是，有

y = c(t)e−
∫
p(t)dt (271)

其一阶导为

y′ = c′(t)e−
∫
p(t)dt − c(x)e−

∫
p(t)dt · p(t)dt (272)

将 y和 y′代入原方程，并整理，得

c′(t) = q(t)e−
∫
p(t)dt (273)
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两边积分，得

c(t) =

∫
q(t)e

∫
p(t)dtdt+ C (274)

于是，一阶非齐次线性微分方程的通解为

y = Ce−
∫
p(t)dt + e−

∫
p(t)dt

∫
q(t)e

∫
p(t)dtdt (275)

此公式是求非齐次线性微分方程的通解公式，它是由齐次线性方程的通解与非齐次线性方程的

一个特解相加而成的。这也是线性微分方程解的一个性质。把齐次线性方程通解中的任意常数 c

变易为待定函数 c(t)，使其满足非齐次线性方程而求出的 c(t)，从而得到非齐次线性方程通解的

方法称为“常数变异法”，是求解线性微分方程的一种常用的重要方法。

0.11.2 二阶常系数齐次线性方程

y′′ + py′ + qy = 0 (276)

求解步骤：

1. 写出特征方程，λ2 + pλ+ q = 0，求出根 λ1, λ2；

2. 分析 λ1, λ2，然后按以下三种情况得出通解：

当 λ1, λ2为相异的实根，方程的通解为：y = C1e
λ1x + C2e

λ2x；

当 λ1 = λ2时，方程的通解为：y = (C1 + C2x)e
λ1x；

当 λ = α± ik时，方程的通解为：y = eαx(C1 sin kx+ C2 cos kx)

特别的，当方程为：y′′ + k2y = 0，即 λ = ±ik，则解有三种等价形式，为
y1 = A sin kx+B cos kx

y2 = Ceikx + C ′e−ikx 注意与第一种情况区别

y3 = D sin(kx+ δ)

(277)

其中 C1, C2, A,B,C,C
′, δ等均为常数。

证明：

（1）将 sin kx = 1
2ie

ikx − 1
2e

−ikx, cos kx = 1
2e
ikx + 1

2ie
−ikx代入 y1得：

y1 =
A

2
eikx − A

2
e−ikx +

B

2i
eikx +

B

2i
e−ikx

= (
A

2
+
B

2i
)eikx + (

B

2i
− A

2
)e−ikx

= Ceikx + C ′e−ikx = y2 (278)

即 y1与 y2等价。

（2）

y3 = D sin(kx+ δ) = D sin kx cos δ +D cos kx sin δ

= A sin kx+B cos kx = y1 (279)

即 y1与 y3等价。

得证。
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0.12 δ函数

0.12.1 定义

Dirac引入的 δ函数的定义由下式给出

δ(x) =

∞, x = 0;

0, x ̸= 0.
(280)

除此之外，更为重要的条件是 ∫∞
−∞

δ(x)dx = 1 (281)

在数学上，δ函数可以通过分布理论严格化，它实际上是一个泛函。

0.12.2 δ函数的性质

（1）δ函数是偶函数，有

δ(−x) = δ(x) (282)

（2）对于任何连续函数 f(x)，有∫∞
−∞

f(x)δ(x)dx = f(0) (283)

（3）对于任何连续函数 f(x)，有∫∞
−∞

f(x)δ(x− a)dx = f(a) (284)

（4）

δ(ax) =
1

|a|
δ(x) −→ δ(E) =

1

~
δ(ω) (285)

证明：由 δ函数是偶函数，对于任何连续函数 f(x)，有∫∞
−∞

f(x)δ(ax)dx =

∫∞
−∞

f(x)δ(|a|x)dx (286)

令 |a|x = x′，有∫∞
−∞

f(x)δ(ax)dx =
1

|a|

∫∞
−∞

f

(
x′

|a|

)
δ(x′)dx′ =

1

|a|
f(0) =

∫∞
−∞

f(x)

(
1

|a|
δ(x)

)
dx (287)

即

δ(ax) =
1

|a|
δ(x) (288)

得证。

（5）δ函数是阶跃函数的导数

δ(x) =
d

dx
Θ(x) (289)

0.12.3 各种表达式及其傅里叶变换

在实际计算中，为了方便起见，δ函数常常用某些函数的极限形式来表达。这里给出常用的

几种表达式及其傅里叶变换。
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(1) δ(x) =


1

ϵ
当 0 ⩽ x ⩽ ϵ时

0 其他
,其中 ϵ→ +0是一个正无穷小量。 (290)

δ(x)的傅里叶变换为

F (ξ) =
1√
2π

∫+∞

−∞
δ(x)eiξxdx =

1√
2π

lim
ϵ→+0

∫ ϵ
0

eiξx

ϵ
dx =

1√
2π

lim
ϵ→+0

eiξx

iξϵ

∣∣∣ϵ
0
=

1√
2π

lim
ϵ→+0

eiξϵ − 1

iξϵ

=
1√
2π

lim
ϵ→+0

(eiξϵ − 1)′

(iξϵ)′
=

1√
2π

lim
ϵ→+0

iξeiξϵ

iξ
=

1√
2π

lim
ϵ→+0

eiξϵ =
1√
2π

(291)

(2) δ(x) =


1

ϵ
e−

x
ϵ 当 x ⩾ 0时

0 当 x < 0时
,其中 ϵ→ +0是一个正无穷小量。 (292)

δ(x)的傅里叶变换为

F (ξ) =
1√
2π

∫+∞

−∞
δxeiξxdx =

1√
2π

lim
ϵ→+0

∫+∞

0

e(−
1
ϵ
+iξ)x

ϵ
dx =

1√
2π

lim
ϵ→+0

e
(− 1

ϵ+iξ
)x

−1 + iξϵ

∣∣∣+∞

0

=
1√
2π

lim
ϵ→+0

1

1− iξϵ
=

1√
2π

(293)

(3) δ(x) =
ϵ

π(x2 + ϵ2)
,其中 ϵ→ +0是一个正无穷小量。 (294)

证明：

lim
ϵ→0+

ϵ

π(x2 + ϵ2)
= δ(x) (295)

上式显然满足 δ函数的定义。当 x ̸= 0时，上式趋向于零。而当 x = 0时，上式为∞。且

lim
ϵ→0+

∫∞
−∞

1

π

ϵ

x2 + ϵ2
dx = lim

ϵ→0+

1

π
arctan

x

ϵ

∣∣∣∞
−∞

=
1

π
[arctan∞− arctan(−∞)] = 1 (296)

得证。

δ(x)的傅里叶变换为

F (ξ) =
1√
2π

∫∞
−∞

δ(x)eiξxdx =
1√
2π

lim
ϵ→+0

∫∞
−∞

ϵeiξx

π(x2 + ϵ2)
dx =

1√
2π

lim
ϵ→+0

e−|ξ|ϵ =
1√
2π

(297)

(4) δ(x) =
1√
2πϵ

e−
x2

2ϵ2 ,其中 ϵ→ +0是一个正无穷小量。 (298)

证明：

lim
ϵ→0

1√
2πϵ

exp

(
−x

2

2ϵ

)
= δ(x) (299)

当 ϵ→ 0时，上式显然满足 δ函数的定义，且∫∞
−∞

1√
2πϵ

exp

(
−x

2

2ϵ

)
dx =

∫∞
−∞

1√
2πϵ

exp

[
−
(

x√
2ϵ

)2
]
dx

=
1√
π

∫∞
−∞

exp(−x′2)dx′ = 1√
π

√
π = 1 (300)

得证。
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δ(x)的傅里叶变换为

F (ξ) =
1√
2π

∫∞
−∞

δ(x)eiξxdx =
1√
2π

lim
ϵ→+0

∫+∞

−∞

e−
x2

2ϵ2
+iϵx

√
2πϵ

dx

=
1√
2π

lim
ϵ→+0

∫+∞

−∞

1√
2πϵ

e−
x2

ϵ2
−2iϵx+(iξϵ)2

2
+

(iξϵ)2

2 dx

=
1√
2π

lim
ϵ→+0

e−
ξ2ϵ2

2

∫+∞

−∞

1√
2π
e−

(xϵ −iξϵ)2

2 d
(x
ϵ
− iξϵ

)
=

1√
2π

lim
ϵ→+0

e−
ξ2ϵ2

2 =
1√
2π

(301)

(5) δ(x) =
sinαx

πx
,其中 α→∞。 (302)

证明：

lim
α→∞

sinαx

πx
= δ(x) (303)

当 α → ∞时，上式满足 δ 函数的定义。但是为了证明它的积分等于 1,需要做些准备工作。首

先，注意到积分公式 ∫∞
0
e−γx cosβxdx =

γ

β2 + γ2
, γ > 0 (304)

将公式两边的变量 β 从 0积分到 α，等式左边，有∫α
0
dβ

(∫∞
0
e−γx cosβxdx

)
=

∫∞
0
dxe−γx

(∫α
0
dβ cosβx

)
=

∫∞
0
dxe−γx

sinαx

x
(305)

等式右边，有 ∫α
0
dβ

γ

β2 + γ2
= arctan

α

γ
(306)

即 ∫∞
0
dxe−γx

sinαx

x
= arctan

α

γ
(307)

等式两边取 γ → 0，有

lim
γ→0

∫∞
0
dxe−γx

sinαx

x
=

∫∞
0
dx

sinαx

x
= lim

γ→0
arctan

α

γ
= arctan∞ =

π

2
(308)

于是，有 ∫∞
−∞

sinαx

πx
dx = 2

∫∞
0

sinαx

πx
dx =

2

π
· π
2
= 1 (309)

得证。

(6) δ(x) =
1

2π

∫∞
−∞

eikxdk (310)

证明：
1

2π

∫∞
−∞

eikxdk = lim
α→∞

1

2π

∫α
−α

eikxdk = lim
α→∞

1

2π

eikx

ix

∣∣∣α
−α

= lim
α→∞

1

π

eiαx − e−iαx

2ix
= lim

α→∞

1

π

sinαx

x
= δ(x) (311)

得证。
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第一章 量子力学的背景

1.1 黑体辐射

记：关于黑体辐射这部分内容，顾樵的《量子力学 I》里面描述的不错。但是由于时间有限，

这里就不细看了，pass，以后有时间可以参考写仔细些。

黑体：一个能全部吸收投射在它上面的辐射而无反射的物体。特点就是无反射，注意，自身

也是有辐射的。黑体是一个“物理模型”，具有一些特别的电磁学和热力学特性：

黑体能够完全吸收外来的电磁波；

黑体不会反射电磁波；

黑体在任何高于绝对零度的情况下会辐射电磁波；

在相同温度下，黑体的辐射比其他任何物体都强。

简言之，黑体以最强的能力吸收和辐射电磁波，并处于吸收和辐射的热平衡。

黑体辐射的物理机制是：由于物体中含有电子、质子等带电粒子，只要物体温度高于绝对零

度，这些粒子就有热振动。而带电粒子的振动则形成电偶极子1，电偶极子会辐射电磁波（就像

天线振子辐射电磁波一样）。而且带电粒子的温度越高，振动速度越快，辐射强度越高。可见黑

体辐射与辐射体的温度有关，因此黑体辐射也常称为热辐射。另外，带电粒子的能量服从玻耳兹

曼分布，它们所具有的能量是连续变化的。而粒子振动的幅度与取向也是连续变化的，因此黑体

辐射呈现连续谱分布。

黑体辐射能量分布曲线是能量密度（单位体积的能量）与波长或频率的曲线。

1.1.1 瑞利—金斯定律

黑体辐射的平衡状态是内部发射的能量等于吸收的能量，即等效于无能量的散发。这时空

腔内的电磁波均为驻波，如果不是驻波就会在金属表面振动从而带动原子振动，能量损失。于是

假想黑体，如下图所示，

根据驻波特性，（1）振动的距离为半波长的整数倍；（2）有结点，两头在内壁上。波阵面在

x, y, z上2，有
λx
2

cosα =
λ

2
=⇒ cosα

λ
=

1

λx
(1.1)

λy
2

cosβ =
λ

2
=⇒ cosβ

λ
=

1

λy
(1.2)

λz
2

cos γ =
λ

2
=⇒ cos γ

λ
=

1

λz
(1.3)

结合

nxλx = 2a nyλy = 2a nzλz = 2a (1.4)

1电磁学告诉我们带电粒子的加速运动会辐射电磁波

2见《光学》P91。注:波阵面固定，选一个观察方向。在该方向上，两波阵面间的最小距离为空间周期，其倒数即为空
频。
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x

y

A B

这三条线是波阵面

半个波长

图 1.1: （左）假想黑体为方形空腔，内部光场为驻波；（右）从 x方向看 A、B两点的距离是波阵面的半
个周期，AB = λx

2 ,
λx

2 cosα = λ
2。

得
1

λ2
=

n2x
(2a)2

+
n2y

(2a)2
+

n2z
(2a)2

(
2a

λ

)2

= n2x + n2y + n2z (1.5)

最后得

λ =
2a√

n2x + n2y + n2z

(1.6)

其中 nx，ny，nz 为正整数。

我们现在要考虑的是在 λ 到 λ + dλ 内单位体积的能量是多少或者说黑体腔内能量是多少。

根据能量均分定理每个波长分到 kT 的能量，其中 k为玻尔兹曼常数。所以现在的问题归结于在

λ到 λ+ dλ内有多少个波长或是求波长的个数。由（1.6）式可以看出，一组 (nx, ny, nz)对应着

一个波长。令

n =
√
n2x + n2y + n2z (1.7)

把这个放到直角坐标系来看，求 λ到 λ+ dλ内波长个数就是求 n到 n+ dn中有多少个点，即：

一个半径为 n厚度为 dn的 1
8 球壳内有多少点。

分析一个立方体，有 8个点，每个立方体的顶点被 8个立方体共用，也就是说一个立方体内

相当于只有一个点。这样又将求点的个数等效于求体积，即，波个数为
1

8
· 4πn2 · dn (1.8)

考虑到电磁波是两个互相垂直振动，要乘以 2。于是，有

2 · 1
8
· 4πn2 · dn (1.9)

利用光速公式
c

ν
= λ =

2a

n
=⇒ n =

2aν

c
=⇒ dn =

2a

c
dν (1.10)

设 ρ(ν)为能量密度，则频率 dν 内单位体积能量为

ρ(ν)dν =
2 · 18 · 4π(

2aν
c )2 · 2ac dν
a3

kT =
8πk

c3
ν2Tdν (1.11)

这就是瑞利—金斯定律，它在低频区（红外区）与实验数据符合的很好，但是，在高频区（紫外

区）与实验有着显著的差异。当 ν →∞的时候，能量密度 ρ(ν)实际上是发散的。
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1.1.2 普朗克辐射定律

为了解决瑞利—金斯定律与实验的差异，马克斯 *普朗克在 1900年建议，辐射场的每个模

式只能以分立的能量 qhν 来发射或吸收能量，即最小能量量子 hν 的整数 q倍。这些能量量子被

称为光子。可以用实验来确定普朗克常数 h。因此，带有 q个光子的模式就包含能量 qhν。

在热平衡时，总能量在不同模式中的分布决定于麦克斯韦—玻尔兹曼分布，因此，一个模式

中包含能量 qhν 的几率 p(q)就是

p(q) = (1/Z)e−qhν/kT (1.12)

其中，k是玻尔兹曼常数，而

Z =q e
−qhν/kT (1.13)

是对所有包含 q个光子 hν 的模式求和得到的配分函数。Z 是归一化因子，它使得
∑
p(q) = 1。

每个模式的平均能量为

W̄ =
∞∑
q=0

p(q)qhν =
1

Z

∞∑
q=0

qhνe−qhν/kT =

∑
qhνe−qhν/kT∑
e−qhν/kT

(1.14)

计算这个求和，可以得到

W̄ =
hν

ehν/kT − 1
(1.15)

在 ν到 ν + dν的频率区间内，热辐射场的能量密度 ρ(ν)dν等于 dν区间内的模式数目 n(ν)dν乘

以每个模式的平均能量 W̄。于是

ρ(ν)dν =
8πν2

c3
hν

ehν/kT − 1
dν (1.16)

这就是著名的普朗克辐射定律，它语言的热辐射谱能量密度与实验完全复合。

不同温度下的能量谱密度分布图 ρ(ν)，缺图！

1.2 基本实验

1.2.1 康普顿散射实验

康普顿效应也可以称为康普顿散射。

【缺图！】

x射线入射石蜡。

近似：1、在碰前电子速度很小，近似为静止；2、电子在原子中的束缚能相对于 x射线中的

光子能量很小，视为自由电子。能量守恒：hν +mc2 − hν ′ = Ee

动量守恒：p⃗− p⃗′ = p⃗e

(1.17)

将上式代入相对论中能量动量关系
E2
e

c2
− p2e = m2c2 (1.18)
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得
1

c2
(hν +mc2 − hν ′)2 − (p⃗− p⃗′)2 =

E2
e

c2
− p2e = m2c2 (1.19)

对于光子，有 p =
hν

c
、p′ =

hν ′

c
，代入上式，并展开移项，有

(p− p′ +mc)2 − (p⃗− p⃗′)2 = m2c2 (1.20)

(p− p′)2 + 2(p− p′)mc+m2c2 − (p2 + p′2 − 2pp′ cos θ) = m2c2 (1.21)

(p2 + p′2 − 2pp′) + 2(p− p′)mc− (p2 + p′2 − 2pp′ cos θ) = 0 (1.22)

−pp′ + (p− p′)mc+ pp′ cos θ = 0 (1.23)

(−p−mc+ p cos θ)p′ = −pmc (1.24)

p′ =
pmc

mc+ p(1− cos θ)
,

h

c
ν ′ =

h
c ν

1 + hν
mc2

(1− cos θ)
(1.25)

得到

ν ′ =
ν

1 + hν
mc2

(1− cos θ)
(1.26)

利用 λ =
c

ν
、λ′ =

c

ν ′
，有

1

ν ′
=

1

ν

1 + hν

mc2
(1− cos θ)

 (1.27)

即

λ′ = λ+
h

mc
(1− cos θ) (1.28)

令 λc =
h

mc
= 2.43× 10−2A（电子的康普顿波长），则

λ′ = λ+ λc(1− cos θ) (1.29)

∆λ = λ′ − λ = λc(1− cos θ) (1.30)

现象：波长随散射角的增加而增大。结论：1、光具有粒子性；2、电子束缚能≪光子的能量

1.2.2 卢瑟福 α粒子散射实验

装置：缺图
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现象：大多数粒子直接通过，或只发生小角度偏转，有约
1

8000
的 α粒子发生 90度，甚至

180度的偏转。

结论：证明了卢瑟福核式结构

1.2.3 Davisson-Germer电子衍射实验

把电子注正入射到镍单晶上，观察散射电子束的强度和散射角之间关系

装置：缺图

现象：散射电子束的强度随散射角 θ而改变，当 θ取某些确定值时，强度有最大值。

衍射最大值公式：nλ = d sin θ，n衍射最大值的序数，λ衍射射线的波长，d晶体平面栅常

数。

结论：电子具有波动性。

1.2.4 斯特恩—革拉赫实验

装置：

现象：

结论：氢原子有磁矩，原子的磁矩在磁场中只有两种取向，即：原子磁矩是空间量子化的。

1.3 光量子论及物质波

1.3.1 普朗克的假设

普朗克假设：对于一定频率 ν 的电磁辐射，物体只能以 hν 为单位吸收或发射它，h为一个

普适常量（后来人们称之为普朗克常量）；即，吸收或发射电磁辐射只能以“量子”方式进行，每

个“量子”的能量为

ε = hν (1.31)

1.3.2 爱因斯坦的推广——光量子

光量子：辐射场由光量子组成，每一个光量子的能量与辐射场的频率的关系为

E = hν (1.32)

可以看出这个能量是总能量，具有的能量。根据狭义相对论以及光子以光速 c运动，有

E = mc2 = pc =⇒ hν = pc =⇒ p =
h
c
ν

=⇒ p =
h

λ
(1.33)

速度：单位时间内走的长度频率：单位时间内周期的个数
=⇒ λ =

c

ν
(1.34)
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1.3.3 德布罗意的进一步推广——物质波

物质波 
ν =

E

h

λ =
h

p

=⇒


E = hν

p =
h

λ
= ~k (k =

2π

λ
)

(1.35)

1.4 玻尔原子模型

1.4.1 玻尔的假设

定态假设：电子在特定的轨道不辐射电磁波

频率条件：只有当电子从 Ei轨道跃迁到低能级 Ef 轨道才发生辐射，辐射的能量为

ν =
(Ei − Ef )

h
(1.36)

角动量量子化：处于特定轨道电子的角动量为

L = n~ = mvr, n = 1, 2, 3, · · · ~ =
h

2π
(1.37)

1.4.2 玻尔的氢原子

经典力学结合他的假设。角动量量子化

L = mvr = n~ =⇒ v = n
~
mr

(1.38)

匀速圆周运动

F = ma (库伦力 =向心力) =⇒ e2

4πε0r2
=
mv2

r
=⇒


e2

4πε0r2
=
m

r
n2

~2

m2r2

1

2
mv2 =

1

2

e2

4πε0r

(1.39)

rn = n2
4πε0~2

e2m
= n2a0 (a0 =

4πε0~2

e2m
) (1.40)

其中 a0为氢原子最小半径，第一玻尔半径，a0 = r1 =
4πε0~2
e2m

≈ 0.053 nm。转动角动量量子化同

时意味了，1、电子轨道半径的量子化；2、能量的量子化（或“不连续的变化”）。

根据，总能量 =动能 +势能，有

Etotal =
1

2
mv2 − e2

4πε0r
(1.41)

Etotal = −
e2

8πε0r
=⇒ En = − e2

8πε0rn
(1.42)

En = − e2

8πε0a0n2
(rn = n2a0)

= − e4m

8ε20h
2

1

n2
(a0 =

4πε0~2

e2m
)
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= −E0

n2
(E0 =

e4m

8ε20h
2
) (1.43)

1.5 玻尔—索末菲量子化条件

玻尔角动量量子化条件仅适用于圆形轨道，索末菲把玻尔量子化条件 L = mvr = n~，推广

为 ∮
pdq = nh (1.44)

注意这里是 h。其中 p、q 是一对共轭的正则坐标与正则动量，闭合回路积分代表对周期运动积

分一个周期，但有时这样做会求出很荒谬的结果。
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第二章 波动力学

2.1 薛定鄂方程

1925年在瑞士，薛定鄂的老师德拜让薛定鄂作一个关于德布罗意波的学术报告。之后，德

拜提醒薛定鄂：“You speak about waves, but where is the wave equation?”受此启发和激励，薛定鄂

努力钻研，几个月后就拿出了一个波动方程。

薛定鄂方程不是推导出来的，它是物理的直觉“构造”出来的。它的正确性是由它所语言的

结论和实验相符合来验证的。而构造薛定鄂方程的直接依据毫无疑问的是�布罗意的物质波理

论和微观粒子的波动性实验。

2.1.1 自由粒子的波函数

自由粒子的波函数是最简单的量子体系的波函数。将光波双缝衍射实验和电子双缝衍射实

验作对比，自由粒子的波应为平面波。经典的沿任意方向传播的平面波为

ε(r⃗, t) = ε0e
i(k⃗·r⃗−ωt) (2.1)

利用粒子的波粒二象性

E =
p⃗2

2m
ω =

E

~
k⃗ =

p⃗

~
(2.2)

于是自由粒子的波函数可以写成

ψ(r⃗, t) = Ae
i
ℏ (p⃗·r⃗−Et) (2.3)

2.1.2 薛定鄂方程的构建

从自由粒子的波函数出发

ψ(r⃗, t) = Ae
i
ℏ (p⃗·r⃗−Et) (2.4)

两边对时间求偏导，有
∂ψ

∂t
= Ae

i
ℏ (p⃗·r⃗−Et) ·

(
−E i

~

)
(2.5)

即
∂ψ

∂t
= − i

~
Eψ (2.6)

两边对坐标求二次偏导，其中

p⃗ = px⃗i+ py j⃗ + pzk⃗ r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗ p⃗ · r⃗ = pxx+ pyy + pzz (2.7)

有
∂ψ

∂x
= Ae

i
ℏ (pxx+pyy+pzz−Et) · i

~
px (2.8)

∂2ψ

∂x2
= Ae

i
ℏ (pxx+pyy+pzz−Et) · i

2

~2
p2x = −p

2
x

~2
ψ (2.9)
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同理，有
∂2ψ

∂y2
= −

p2y
~2
ψ

∂2ψ

∂z2
= −p

2
z

~2
ψ (2.10)

对 x、y和 z各分量，左右两边相加，有

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2
= −p

2
x

~2
ψ −

p2y
~2
ψ − p2z

~2
ψ (2.11)

即

∇2ψ = −p
2

~2
ψ (2.12)

利用自由粒子的能量和动量的关系

E =
p2

2m
(2.13)

将（2.6）式移项，即 i~
∂ψ

∂t
= Eψ，并结合上式，有

i~
∂ψ

∂t
=

p2

2m
ψ =

~2

2m

p2

~2
ψ (2.14)

将（2.12）代入上式右边，得

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ (2.15)

设粒子在力场中存在势能，V (r⃗)，于是

E =
p2

2m
+ V (r⃗) (2.16)

则

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ + V (r⃗)ψ (2.17)

这个方程就是微观粒子的波动方程，称为薛定鄂方程。它描述的是质量为m的粒子在势场 V (r⃗)

中的状态随空间—时间的变化。

2.1.3 薛定鄂方程的讨论

（1）薛定鄂方程是量子力学的基本假设之一

薛定鄂方程只是利用自由粒子波函数构造出来的，并直接推广到存在势场的情况，而不是

从现有的经典物理学理论推导出来的。1薛定鄂方程反应的是微观系统的状态随时间变化的规律

（运动规律），它的正确性是由它所预言的结论与实验相符合来验证的。

薛定鄂方程适用于粒子有自旋或无自旋以及单粒子或多粒子等所有情况。当单粒子有自旋

时，波矢量和哈密顿量分别是位置空间和自旋空间二者的直积空间中的矢量和算符；当系统是

多粒子系统时，则是多个单粒子空间的直积空间中的矢量和算符。系统的运动方程取决于系统

本身的情况和外部环境，而外部环境通常是电磁场和各种模型中的势场。当系统的空间尺度不

大时，外加的宏观电磁场可以看成均匀的，但可随时间变化，哈密顿中的明显含时因素几乎全部

出自外电磁场的变化。

（2）量子力学态叠加原理的引出

薛定鄂方程是一个线性偏微分方程，因此满足叠加原理。这意味着，如果 ψ1 和 ψ2 是体系

1这跟经典物理学中 F = ma也不是推导得出，是从实验得出一样。
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的可能状态，则它们的线性组合

ψ = c1ψ + c2ψ2 (c1、c2是复数) (2.18)

也是体系的一个可能状态，这就是量子力学的态叠加原理。

2.2 波函数

2.2.1 波函数的统计诠释

波函数 ψ(r⃗, t)的物理意义是什么？围绕这个问题，历史上曾有两种不同的观点。薛定鄂认

为：“波函数”就是通常意义上的经典波。以玻尔为首的哥本哈根学派则有完全不同的解释，他

们认为：“波函数”表征“概率波”。经过多年的深入探讨，概率波观点逐步被普遍接受。而最充

分、最细致、最客观地论述波函数统计解释的是德国科学家玻恩，终于在概率波概率提出 28年

后 1954年获得了诺贝尔物理学奖。玻恩（Born）的统计诠释是：波函数在某一时刻在空间中某

一点的强度（振幅绝对值的平方）与在这一点中找到粒子的概率成正比。换句话说，波函数的强

度 |ψ(r⃗, t)|2表示任意 t时刻粒子在空间 r⃗处的单位体积中出现的概率。

2.2.2 概率流守恒定律

与牛顿方程不同，概率流守恒定律自动地包含在薛定谔方程之中。量子力学中，由于波函数

ψ的统计解释，ρ(r⃗, t) = ψ∗(r⃗, t)ψ(r⃗, t)代表 t时刻在 r⃗处的概率密度，由薛定谔方程出发，可导

出概率流守恒定律。

概率密度随时间的变化率为

∂ρ(r⃗, t)

∂t
= ψ∗∂ψ

∂t
+
∂ψ∗

∂t
ψ (2.19)

由薛定谔方程，i~
∂ψ

∂t
= −

~2

2m
∇2ψ + U(r⃗)ψ，有

∂ψ

∂t
=

i~
2m
∇2ψ +

1

i~
U(r⃗)ψ

∂ψ∗

∂t
= −

i~
2m
∇2ψ∗ −

1

i~
U(r⃗)ψ∗

(2.20)

代入（2.19）式，得 
ψ∗
∂ψ

∂t
= ψ∗

i~
2m
∇2ψ + ψ∗

1

i~
U(r⃗)ψ

∂ψ∗

∂t
ψ = −ψ

i~
2m
∇2ψ∗ −

1

i~
U(r⃗)ψ∗ψ

(2.21)

于是，有
∂ρ

∂t
=

i~
2m

(ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗) =
i~
2m
∇ · (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (2.22)

令

J⃗ = −
i~
2m

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) =
i~
2m

(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ) (2.23)
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称其为概率流密度。于是有
∂ρ

∂t
+∇ · J⃗ = 0 (2.24)

这就是概率流守恒定律。在量子力学中，概率流守恒是波函数统计解释和薛定谔方程的推论。概

率流守恒定律表明：在非相对论量子力学中，一般说来，粒子既不能产生，也不会湮灭。体系的

总粒子数守恒。粒子必然会在全空间出现。这是个必然事件，概率为 1。（很好理解！）

2.2.3 波函数的归一化

波函数的统计解释告诉我们：|ψ(r⃗, t)|2是 t时刻在点 r⃗找到粒子的概率密度。所以 |ψ(r⃗, t)|2

的全空间积分必须为 1，即 ∫+∞

−∞
|ψ(r⃗, t)|2dr⃗ = 1 (2.25)

这很好理解，既然粒子存在于空间中，在整个空间找到它的概率当然是 100%，即等于 1，数学

表述就是上式了。如果
∫+∞
−∞ |ψ(r⃗, t)|

2dr⃗ = A，A是常数，我们可以令 ψ(r⃗, t) = 1√
A
ψ(r⃗, t)，因为

ψ乘以一个常数仍是薛定谔方程的解，这就是归一化过程。A被称为归一化常数（normalization

constant）。

可见这里的概率分布是相对概率分布，ψ(r⃗)与 Cψ(r⃗)（C 为常数）所描述的相对概率分布

是完全相同的。例如，在空间点 r⃗1与点 r⃗2的相对概率，波函数为 Cψ(r⃗)情况下，是
|Cψ(r⃗1)|2

|Cψ(r⃗2)|2
=
|ψ(r⃗1)|2

|ψ(r⃗2)|2
(2.26)

与波函数为 ψ(r⃗)情况下的相对概率完全相同。即 Cψ(r⃗)与 ψ(r⃗)所描述的概率波是完全一样的。

所以，波函数由一个常数因子的不定性，在这一点上，概率波与经典波（声波、水波、弹性波等）

有本质的差别。经典波的波幅若增加一倍，则相应的波动的能量将为原来的 4倍，因此代表了完

全不同的波动状态。这一点是概率波与经典波的原则性区别。概率波有归一化的概念，而经典波

则根本谈不上什么“归一化”。由于是相对概率，波函数的归一化与否，并不涉及概率分布的变

化。

归一化条件表明波函数 ψ(x, t)是平方可积函数，即
∫∞
−∞ |ψ(x, t)|

2dx是有限的，这就要求波

函数满足

当 x→ ±∞时， ψ(x, t)→ 0 (2.27)

2.2.4 波函数的归一化不随时间改变

假设在 t = 0时刻我们对波函数归一化了。那么之后随着时间的推进、波函数的演化，波函

数将保持是归一化的。因为在之后的时刻波函数如果不是归一化的，我们对其再次归一化又会

得到一个归一化系数，也就是说归一化系数是时间 t的函数，这样就不是薛定鄂方程的解了。波

函数的归一化不时间改变表述为数学形式就是
d

dt

∫+∞

−∞
|ψ(r⃗, t)|2 dr⃗ = 0 (2.28)

如何证明呢？

（1）从物理的观点来看，波函数的归一化不随时间改变应该说是玻恩统计诠释的内在要求。

波函数的统计诠释告诉我们：|ψ(r⃗, t)|2 是 t时刻在点 r⃗ 找到粒子的概率密度。所以 |ψ(r⃗, t)|2 的
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全空间积分必须为 1，即满足归一化条件
∫+∞
−∞ |ψ(r⃗, t)|

2dr⃗ = 1，这里隐藏的条件是时时刻刻必须

满足归一化条件。否则波函数统计解释就无意义了，因为一旦某时刻不能归一化为 1了，这表明

这时刻有一定的概率全空间找不到这个粒子，这与这个粒子存在于这个空间中的事实不符。也

就是说波函数的归一化
∫+∞
−∞ |ψ(r⃗, t)|

2dr⃗必须与时间无关，即∫+∞

−∞
|ψ(r⃗, t)|2 dr⃗ =常数（与时间无关） 或

d

dt

∫+∞

−∞
|ψ(r⃗, t)|2 dr⃗ = 0 (2.29)∫+∞

−∞ |ψ(x, t)|
2dx与时间无关，也就是说如果在 t = 0时刻波函数 ψ 是归一化的，则在之后的时

间里都是归一化的。

（2）从数学的观点来看，可以直接利用薛定鄂方程从数学上证明。为了简便，考虑一维情形，

有
d

dt

∫+∞

−∞
|ψ(x, t)|2 dx = 0 (2.30)

证明：把对时间的微分写入到积分中

d

dt

∫+∞

−∞
|ψ(x, t)|2 dx =

∫+∞

−∞

∂

∂t
|ψ(x, t)|2 dx (2.31)

等号左边，
∫+∞
−∞ |ψ(x, t)|

2 dx是仅关于时间 t的函数（变量 x被积掉了），所以用全微分 d
dt。等号

右边，|ψ(x, t)|2是关于 x, t的多元函数，所以用偏微分 ∂
∂x，且有

∂

∂t
|ψ(x, t)|2 =

∂

∂t
(ψ∗ψ) = ψ∗∂ψ

∂t
+
∂ψ∗

∂t
ψ (2.32)

由薛定谔方程，i~
∂ψ

∂t
= −

~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V ψ，可以得到

∂ψ

∂t
=

i~
2m

∂2ψ

∂x2
+

1

i~
V ψ

∂ψ∗

∂t
= −

i~
2m

∂2ψ∗

∂x2
−

1

i~
V ψ∗


ψ∗
∂ψ

∂t
= ψ∗

i~
2m

∂2ψ

∂x2
+ ψ∗

1

i~
V ψ

∂ψ∗

∂t
ψ = −ψ

i~
2m

∂2ψ∗

∂x2
−

1

i~
V ψ∗ψ

(2.33)

代入（2.32）式，有

∂

∂t
|ψ(x, t)|2 = i~

2m

(
ψ∗∂

2ψ

∂x2
− ∂2ψ∗

∂x2
ψ

)
=

i~
2m

(
∂ψ∗

∂x

∂ψ

∂x
+ ψ∗∂

2ψ

∂x2
− ∂2ψ∗

∂x2
ψ − ∂ψ∗

∂x

∂ψ

∂x

)
=

∂

∂x

[
i~
2m

(
ψ∗∂ψ

∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ

)]
(2.34)

对其积分，得∫+∞

−∞

∂

∂t
|ψ(x, t)|2 dx =

∫+∞

−∞

∂

∂x

[
i~
2m

(
ψ∗∂ψ

∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ

)]
dx =

i~
2m

ψ∗∂ψ

∂x
−
∂ψ∗

∂x
ψ

∣∣∣∣∣∣
x=+∞

x=−∞

= 0

(2.35)

ψ 是 x、t 的函数，这里将 ψ(x, t) 缩写了。像通常的定积分一样，将 x = +∞、x = −∞
代入，由于 ψ∗(x = ±∞) = 0、ψ(x = ±∞) = 0，这是因为波函数在无限远处为 0，所以

i~
2m

ψ∗
∂ψ

∂x
−
∂ψ∗

∂x
ψ

∣∣∣∣∣∣
x=+∞

x=−∞

= 0。这里主要是
∂ψ

∂x
有些别扭，但这不影响，也说明下，是指的

是函数
∂ψ

∂x
在 x = +∞的值，

∂ψ

∂x

∣∣∣
x=+∞

。

得证。
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（3）薛定谔方程为波函数归一化条件提供了必要的理论基础。更一般性的证明可以通过概率

流守恒得到。

证明：利用概率流守恒定律，有∫
V

∂ω

∂t
dr⃗ =

d

dt

∫
V
ωdr⃗ = −

∫
V
∇ · J⃗dr⃗ = −

∮
S
J⃗ · dS⃗ (2.36)

当体积V →∞，即拓广到全空间后，对于任何满足平方可积条件的波函数，当 r →∞时，ψ →∞
时，ψ →∞至少应比 r−

3
2 快，有：（这段没看懂）∮
S
J⃗ · dS⃗ =

i~
2m

∮
S
(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ) · dS⃗ = 0 (2.37)

于是，有
d

dt

∫
∞
ωdr⃗ =

d

dt

∫
∞
|ψ|2dr⃗ = 0 (2.38)

即
∫
∞ ψ∗ψdr⃗是个与 t无关的常数，从而保证了归一化条件。

得证。

（4）特殊情形，如果 ψ1与 ψ2是薛定鄂方程的两个解，则
∫
ψ∗
1(r⃗, t)ψ2(r⃗, t)d

3x与时间无关。

证明：
∂

∂t
(ψ∗

1ψ2) = ψ2

∂ψ∗
1

∂t
+ ψ∗

1

∂ψ2

∂t
i~
∂ψ

∂t
=

− ~2

2m
∇2 + V (r)

ψ (2.39)

∂ψ∗
1

∂t
= −

1

i~

− ~2

2m
∇2 + V (r)

ψ∗
1 ψ2

∂ψ∗
1

∂t
=

1

i~
~2

2m
ψ2∇2ψ∗

1 −
1

i~
V (r)ψ2ψ

∗
1 (2.40)

∂ψ2

∂t
=

1

i~

− ~2

2m
∇2 + V (r)

ψ∗
2 ψ∗

1

∂ψ2

∂t
= −

1

i~
~2

2m
ψ∗
1∇2ψ2 +

1

i~
V (r)ψ∗

1ψ2 (2.41)

∂

∂t
(ψ∗

1ψ2) =
1

i~
~2

2m
(ψ2∇2ψ∗

1 − ψ∗
1∇2ψ2) =

1

i~
~2

2m
∇ · (ψ2∇ψ∗

1 − ψ∗
1∇ψ2) (2.42)

全空间积分

∂

∂t

∫
ψ∗
1ψ2d

3x =
1

i~
~2

2m

∫
∇ · (ψ2∇ψ∗

1 − ψ∗
1∇ψ2)d

3x

=
1

i~
~2

2m

∮
dS⃗ · (ψ2∇ψ∗

1 − ψ∗
1∇ψ2)

= 0 (2.43)

得证。

2.2.5 波函数的性质

由于概率密度和概率流密度应当连续，所以波函数 ψ 在其变量变化的全部区域内必须是有

限的和连续的。此外，由于 ρ ≡ |ψ|2表示粒子出现的概率，它应是坐标和时间的单值函数，这样
才能使粒子的概率在时空点 (x, t)取单一的确定值。综上所述，波函数在其变量变化的全部区域

内必须满足三个条件：单值性、有限性和连续性。这三个条件称为波函数的标准条件。它们在求

解具体的量子力学问题中扮演了非常重要的角色。
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2.3 定态薛定鄂方程

薛定鄂方程描述的是量子系统的态随时间的演化

i~
∂

∂t
ψ(r⃗, t) = Ĥψ(r⃗, t) (2.44)

其中 Ĥ 是系统的哈密顿量算符，是动能和势能之和。对一个粒子，其表达式为

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + V (r⃗, t) (2.45)

当系统的势函数是不随时间变化的，即势函数与时间无关，V = V (r⃗)。此时系统哈密顿量也是

与时间无关的，Ĥ = Ĥ(r⃗)，则这类薛定鄂方程称为不含时薛定鄂方程，可以用分离变量法来求

解。波函数可以表示为

ψ(r⃗, t) = U(t)ϕ(r⃗) (2.46)

代入薛定鄂方程有

i~ϕ(r⃗)
∂

∂t
U(t) = U(t)

[
− ~2

2m
∇2 + V (r⃗)

]
ϕ(r⃗) (2.47)

移项，有

i~
1

U(t)

∂

∂t
U(t) =

1

ϕ(r⃗)

[
− ~2

2m
∇2 + V (r⃗)

]
ϕ(r⃗) (2.48)

注意这个等式的左边只是时间 t的函数，右边只是位置 r⃗ 的函数，而 t和 r⃗ 是相互独立的变量，

所以只有当两边等于同一常量时，等式才能被满足。用 E 来表示这个常量，选字母 E 表示常量

是有深意的，因为推导最后会发现，这刚好是能量。

等式（2.48）右边等于常数 E，得到波函数的空间部分的方程[
− ~2

2m
∇2 + V (r⃗)

]
ϕ(r⃗) = Eϕ(r⃗) (2.49)

即

Ĥϕ(r⃗) = Eϕ(r⃗) (2.50)

写成狄拉克符号形式为

Ĥ|ϕ⟩ = E|ϕ⟩ (2.51)

这个方程被称为定态薛定鄂方程，它是不含时薛定鄂方程的空间部分。实际上就是不含时哈密

顿量算符 Ĥ 的本征方程，也叫能量本征方程，ϕ(r⃗)是本征函数或者说是本征态，E 是本征值也

就是能量，因为

⟨Ĥ⟩ = ⟨ϕ|Ĥ|ϕ⟩ = ⟨ϕ|E|ϕ⟩ = E⟨ϕ|ϕ⟩ = E (2.52)

对于本征方程，将在后续内容中详细讨论。ψ(r⃗)也被称为定态波函数，它所描述的状态称为定

态。至于为什么叫“定态”也在后续有详细讨论。

现在考虑等式（2.48）左边等于常数 E，得到波函数的时间部分的方程

i~
1

U(t)

∂U(t)

∂t
= E (2.53)

解得

U(t) = ce−
i
ℏEt (2.54)
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把常数 c合并到波函数的空间部分 ϕ(r⃗)中去，则波函数的时间部分表示为

U(t) = e−
i
ℏEt (2.55)

于是不含时薛定鄂方程的一般解表示为

ψ(r⃗, t) = ϕ(r⃗) exp

(
− i
~
Et

)
(2.56)

一般来说，能量本征方程有一系列（离散的）甚至无穷多个（连续的）本征值。用 En表示系统

能量算符 Ĥ 的第 n个本征值，ϕn(r⃗)是与 En相应的本征函数，则不含时薛定鄂方程的解进一步

表示为

ψn(r⃗, t) = ϕn(r⃗) exp

(
− i
~
Ent

)
(2.57)

鉴于该波函数的空间部分 ϕn(r⃗)是哈密顿量算符 Ĥ 的本征函数，也将上式称为不含时薛定鄂方

程的本征解。则不含时薛定鄂方程的一般解 ψ(r⃗, t)都可以由本征解线性组合表示

ψ(r⃗, t) =
∑
n

cnψn(r⃗, t) =
∑
n

cnϕn(r⃗)e
− i

ℏEnt (2.58)

式中 cn是常系数通常是复数，表示波的振幅。

对于含时薛定鄂方程

i~
d

dt
|ψ(x, t)⟩ = H(x, t)|ψ(x, t)⟩ (2.59)

是很难解的。采用标准方法，一般只能求解 3到 5个自由度。用精巧的方法也最多到 15个自由

度，而且每个自由度的基矢很小。

2.3.1 本征解的性质

（1）本征解的时间依赖性表现为 exp(−iωnt) = cos(ωnt)− i sin(ωnt) (ωn = En/~)，它呈现

正弦波 sin(ωnt)和余弦波 cos(ωnt)的形式。可见薛定鄂方程具有波动方程的特征。

（2）由本征解必须服从归一化条件∫
|ψn(r⃗, t)|2dr⃗ =

∫
|ψn(r⃗)|2dr⃗ = 1 (2.60)

可以确定 En是实数。将本征解中 En改写为 En = E0 + iE1的形式（E0、E1均为实数），有∫ ∣∣∣∣ψn(r⃗) exp [− i~(E0 + iE1)t

]∣∣∣∣2 dr⃗ = exp

(
2
E1

~
t

) ∫
|ψn(r⃗)|2dr⃗ (2.61)

为了使上式在任何时刻 t都满足归一化条件，必须有 E1 = 0。

（3）尽管本征解明显依赖于时间 t，但是概率密度

|ψn(r⃗, t)|2 =
∣∣∣∣ψn(r⃗) exp(− i~Ent

)∣∣∣∣2 = |ψn(r⃗)|2 (2.62)

却在时间演化中保持不变。而任意力学量 Q在本征解所描述的态中的期望值为

⟨Q⟩ =
∫
ψ∗
n(r⃗) exp

(
i

~
Ent

)
Q̂ψn(r⃗) exp

(
− i
~
Ent

)
dr⃗

=

∫
ψ∗
n(r⃗)Qψn(r⃗)dr⃗ (2.63)

也在时间演化中保持不变。根据这个概率密度、期望值不随时间变化的特性，我们将不含时薛定

鄂方程的空间部分称为为定态薛定鄂方程，它的解称为定态波函数，所代表的态称为定态。
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2.3.2 定态

定态（stationary state）是定态薛定鄂方程的本征态，或者说是不含时系统的能量本征态。之

所以称为定态，是因为处于定态下的微观粒子，能量E具有确定的值；粒子的几率密度不随时间

改变；所有力学量取各种可能值的几率分布及其力学量的平均值都不随时间而变。在定态中，能

量最低的状态称为基态 (ground state)，高于基态的状态依次称为第一、第二激发态 (excited state)

等。当粒子在两个定态（能量分别为 E1和 E2）之间跃迁时，将吸收或放出频率为 ν的光子，并

满足：E1 − E2 = hν。

特别的，系统初态为 |ϕ0⟩（系统基态），即 c0 = 1, c1 = 0, c2 = 0, · · ·，

|ψ(0)⟩ = |ϕ0⟩ (2.64)

则

|ψ(t)⟩ = e−
i
ℏE0t|ϕ0⟩ (2.65)

发现系统处于 |ϕ0⟩的概率为 1，即系统的初态为系统基态，系统的态不发生变化。可测量 A随

时间的变化为

A(t) = ⟨ψ(t)|A|ψ(t)⟩ =
(
⟨ϕ0|e+

i
ℏE0t

)
A
(
e−

i
ℏE0t|ϕ0⟩

)
= ⟨ϕ0|A|ϕ0⟩ (2.66)

可观测量也是不随时间改变的。

例子 设一个体系的哈密顿算符的本征方程为 Ĥψn(r⃗) = Enψn(r⃗) (n = 1, 2, 3, · · · )，该体系的
初始波函数 f(r⃗)是前两个本征函数的叠加，即 f(r⃗) = c1ψ1(r⃗) + c2ψ2(r⃗)，求：

（1）体系在任意 t时刻的波函数；

（2）任意 t时刻的概率密度；

（3）体系的能量期待值。

解：（1）任意 t时刻体系的波函数为

Ψ(r⃗, t) =
∑
n

cnψn(r⃗) exp

(
− i
~
Ent

)
(2.67)

展开系数为

cn =

∫
ψ∗
n(r⃗)[c1ψ1(r⃗) + c2ψ2(r⃗)]dr⃗ =


c1 (n = 1)

c2 (n = 2)

0 (n ̸= 1, 2)

(2.68)

于是体系的波函数为

Ψ(r⃗, t) = c1ψ1(r⃗) exp

(
− i
~
E1t

)
+ c2ψ2(r⃗) exp

(
− i
~
E2t

)
(2.69)

（2）任意 t时刻的概率密度为

|Ψ(r⃗, t)|2 =
[
c∗1ψ

∗
1(r⃗) exp

(
i

~
E1t

)
+ c∗2ψ

∗
2(r⃗) exp

(
i

~
E2t

)]
·
[
c1ψ1(r⃗) exp

(
− i
~
E1t

)
+ c2ψ2(r⃗) exp

(
− i
~
E2t

)]
=|c1|2|ψ1(r⃗)|2 + |c2|2|ψ2(r⃗)|2 + c∗1c2ψ

∗
1(r⃗)ψ2(r⃗) exp

[
− i
~
(E2 − E1)t

]
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+ c∗2c1ψ
∗
2(r⃗)ψ1(r⃗) exp

[
i

~
(E2 − E1)t

]
(2.70)

设

c∗1c2ψ
∗
1(r⃗)ψ2(r⃗) = |c1c2||ψ1(r⃗)ψ2(r⃗)|eiδ (2.71)

令

ω =
E2 − E1

~
(2.72)

则

|Ψ(r⃗, t)|2 = |c1|2|ψ1(r⃗)|2 + |c2|2|ψ2(r⃗)|2 + 2|c1c2||ψ1(r⃗)ψ2(r⃗)| cos(ωt− δ) (2.73)

上式表明体系的概率密度以 ω为频率作周期振荡，这不是一个定态，而是具有不同能量E1和E2

的两个定态 ψ1(x) exp
(
− i

~E1t
)
和 ψ2(x) exp

(
− i

~E2t
)
的叠加，叠加所引起的“干涉”是 |Ψ(r⃗, t)|2

周期性变化的根源。

（3）体系的能量期待值为 ⟨Ĥ⟩ = |c1|2E1 + |c2|2E2。

2.4 薛定鄂方程的一般解

2.4.1 束缚态的一般解

（1）在经典力学中，如果一个能量为 E 的粒子处于如图所示的势阱 V (x)中，V (x)的两边

都比粒子的能量高，则粒子的运动被限制在势阱内（它在势能最高的两个拐点之间运动，不能越

过它们）。我们称这种情况为束缚态（bound states）。在量子力学体系中，也存在类似的情况，但

是我们将会看到，粒子处在经典拐点之外的概率不为零。

考虑一个一般的量子力学体系，现在我们求解体系的薛定鄂方程与任意初始条件构成的初

值问题

i~
∂

∂t
Ψ(r⃗, t) = ĤΨ(r⃗, t) (2.74)

Ψ(r⃗, 0) = f(r⃗) (2.75)

其中，Ĥ 是体系的哈密顿量（假定 Ĥ 不显含时间）；f(r⃗)表示初始 t = 0时刻体系的波函数。

在量子力学体系中，哈密顿量算符 Ĥ 的本征函数要满足归一化条件和有限性、连续性、单

值性的标准条件，这导致哈密顿量算符 Ĥ 的本征值通常是一系列分立的值，而相应的本征函数

是一系列分立的函数，即

Ĥψn(r⃗) = Enψn(r⃗) (n = 1, 2, 3, · · · ) (2.76)

上式所描述的本征态称为量子体系的束缚态（本征值的变化构成分立谱）。参考定态薛定鄂方程，

本征解写为

Ψn(r⃗, t) = ψn(r⃗) exp

(
− i
~
Ent

)
(2.77)

它们是含时束缚态。薛定鄂方程是线性的，服从叠加原理。为了满足任意初始条件，我们将本征

解按 n的变化叠加起来构成一般解

Ψ(r⃗, t) =
∑
n

cnψn(r⃗) exp

(
− i
~
Ent

)
(2.78)
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式中，展开系数 cn是复常数。在 t = 0时，式（2.78）给出初始波函数（2.75）

f(r⃗) =
∑
n

cnψn(r⃗) (2.79)

（2）下面我们计算展开系数 cn。用 ψ∗
m(r⃗)乘以（2.79）两端，并对 r⃗全空间积分，有∫

ψ∗
m(r⃗)f(r⃗)dr⃗ =

∫
ψ∗
m(r⃗)

[∑
n

cnψn(r⃗)

]
dr⃗ =

∑
n

cn

∫
ψ∗
m(r⃗)ψn(r⃗)dr⃗ =

∑
n

cnδmn = cm (2.80)

其中用到哈密顿量算符的本征函数的正交关系∫
ψ∗
m(r⃗)ψn(r⃗)dr⃗ = δmn (2.81)

即，展开系数为

cn =

∫
ψ∗
n(r⃗)f(r⃗)dr⃗ (2.82)

它由哈密顿量算符的本征函数 ψn(r⃗)与初始波函数 f(r⃗)确定的。一旦求出 cn就可以写出薛定鄂

方程的一般解（2.78）。可见，薛定鄂方程初值问题的求解归结为哈密顿量算符的本征值问题。

（3）对于实际的问题，首先求解本征方程，得到本征值 En和本征函数 ψn(r⃗)。再利用 ψ∗
n(r⃗)

和初始波函数 f(r⃗)求出展开系数 cn，最后将 cn、En和 ψn(r⃗)代入一般解的表达式（2.78）。

（4）能量的平均值

⟨Ĥ⟩ =
∫
Ψ∗(r⃗, t)ĤΨ(r⃗, t)dr⃗

=

∫ [∑
m

c∗mψ
∗
m(r⃗) exp

(
i

~
Emt

)]
Ĥ

[∑
n

cnψn(r⃗) exp

(
− i
~
Ent

)]
dr⃗

=
∑
m

∑
n

c∗mcnEn exp

[
i

~
(Em − En)t

] ∫
ψ∗
m(r⃗)ψn(r⃗)dr⃗

=
∑
m

∑
n

c∗mcnEn exp

[
i

~
(Em − En)t

]
δmn

=
∑
n

|cn|2En (2.83)

例子 一个定域电子处于沿 x方向的均匀磁场 B中（不考虑电子的轨道运动），电子内禀磁矩与

外磁场的作用为

Ĥ = −µ⃗s · B⃗ =
eB

µc
ŝx =

eB~
2µc

σ̂x = ~ωLσ̂x (2.84)

ωL =
eB

2µc
(Larmor频率) (2.85)

设初始时刻电子自旋态为 sz 的本征态 sz = ~/2，即（采用 sz 表象2）

χ(0) =

1

0

 (2.86)

在 t时刻电子自旋态 χ(t) =?

2一旦力学量算符写出具体形式，则一定有个明确的所属表象
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解法 1：直接从薛定鄂方程出发。设 t时刻电子自旋态为

χ(t) =

a(t)
b(t)

 (2.87)

代入薛定鄂方程，得

i~
d

dt

a(t)
b(t)

 = ~ωL

0 1

1 0

a(t)
b(t)

 (2.88)

即 
da(t)

dt
db(t)

dt

 = −iωL

b(t)
a(t)

 (2.89)

得
da(t)

dt
= −iωLb(t)

db(t)

dt
= −iωLa(t) (2.90)

两式相加、减，得
d

dt
(a+ b) = −iωL(a+ b)

d

dt
(a− b) = iωL(a− b) (2.91)

两边积分，得

a(t) + b(t) = [a(0) + b(0)]e−iωLt a(t)− b(t) = [a(0)− b(0)]eiωLt (2.92)

两式相加、减，并利用初始条件，a(0) = 1，b(0) = 0，得

a(t) = cosωLt b(t) = −i sinωLt (2.93)

即

χ(t) =

 cosωLt

−i sinωLt

 (2.94)

解法 2：从定态的性质出发。该系统的能量本征态就是自旋 σx的本征态，即

σx = +1, E = E+ = ~ωL, ϕ+ =
1√
2

1

1

 (2.95)

σx = −1, E = E− = −~ωL, ϕ− =
1√
2

 1

−1

 (2.96)

该系统的初态为 χ(0) =

1

0

，由定态的波函数，该系统的 t时刻的态可以直接写为

χ(t) = a+e
−iωLtϕ+ + a−e

iωLtϕ− (2.97)

=
1√
2
(e−iωLtϕ+ + eiωLtϕ−) =

 cosωLt

−i sinωLt


讨论：电子自旋各分量的平均值随时间的变化为

⟨sx⟩ = 0, ⟨sy⟩ = −
~
2
sin 2ωLt, ⟨sz⟩ =

~
2
cos 2ωLt (2.98)
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2.4.2 散射态的一般解

所谓散射态就是自由粒子的态。自由粒子在经典理论中意味着运动速度为常数的粒子，但

是在量子力学中变得相当奇妙。量子力学的自由粒子由于不受束缚，可以出现在空间任意位置，

因此不像束缚态粒子那样具有分立的能量。量子力学的自由粒子具有连续变化的动量值和连续

变化的能量值。这种运动状态相对于“束缚态”而言，称为“散射态”。

现在我们一般性地考虑一维自由粒子的初值问题

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
(2.99)

Ψ(x, 0) = f(x) (2.100)

其中 f(x)是自由粒子的初始波函数。从薛定鄂方程建立过程可知，一维自由粒子薛定鄂方程的

解是

Ψp(x, t) = ψp(x) exp

(
− i
~
Et

)
(2.101)

它具有确定的能量 E，式中

ψp(x) = A exp

(
i

~
px

)
(2.102)

是定态波函数（具有确定的动量 p），A是归一化常数。而

E =
p2

2m
(2.103)

是自由粒子的能量—动量关系式。式（2.101）是方程（2.99）的本征解。

对于自由粒子的情况，不存在任何束缚条件对动量 p和能量 E 加以限制，因此它们的变化

是连续的。由 |Ψp(x, t)|2 = |A|2（常数），表示自由粒子在空间所有位置（包括无穷远点）以相
同的概率密度出现，这不满足归一化条件，以后将讨论。不影响求解初值问题。

方程是线性的，服从叠加原理。为了使初始条件得以满足，我们必须将本征解解加起来构成

一般解。由于本征值 p是连续变化的（称为连续谱），“叠加”实际上变成了积分，所以一维自由

粒子薛定鄂方程的一般解为

Ψ(x, t) =

∫∞
−∞

c(p)Ψp(x, t)dp (2.104)

这个解相当于分立谱情况下的式，展开系数 c(p)与积分变量 p有关。上式所表示的状态是将本

征解Ψp(x, t)按动量 p的变化积分起来形成的自由粒子态，在量子力学中称为自由粒子波包，而

|Ψ(x, t)|2表示波包的“强度”。

。。。。。

例子

。。。。。

2.5 力学量的平均值

2.5.1 位置的平均值

既然 |ψ(x, t)|2是粒子在空间出现的概率密度，它就是一个通常所谓的“分布函数”，我们可
以用它来求力学量 F (x)在空间的平均值。例如，对于最简单的情况 F (x) = x，粒子坐标的 x的
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平均值为

⟨x⟩ =
∫+∞

−∞
x|ψ(x, t)|2dx (2.105)

这个表达式就普通概率论中的平均值公式。

需要注意的是这里的平均值是多次对相同的系统测量得到位置的平均值，而不是对一个系

统重复测量的平均值。因为一旦测量，这个事件就发生了，即概率为 1。数学上就是第一次测量

之后波函数就塌缩成 δ的函数，只要足够快，之后的测量仅仅是重复同样的值。

2.5.2 动量的平均值

波函数 ψ(x, t)随时间改变，概率密度 ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2当然随时间改变，ρ(x, t)是空间和
时间的二元函数。坐标的平均值 ⟨x⟩ =

∫+∞
−∞ xρdx =

∫+∞
−∞ x|ψ(x, t)|2dx对 x积分后是时间的函数，

故坐标的平均值 ⟨x⟩也会随着时间的改变。坐标的平均值 ⟨x⟩随时间改变到底有多快呢？从数学
上说，我们就对这个时间函数求导；从经典物理上看，就是求速度。即

d⟨x⟩
dt

=

∫+∞

−∞
x
∂

∂t
|ψ|2dx =

i~
2m

∫+∞

−∞
x
∂

∂x

ψ∗∂ψ

∂x
−
∂ψ∗

∂x
ψ

 dx

=
i~
2m

x

ψ∗∂ψ

∂x
−
∂ψ∗

∂x
ψ

∣∣∣+∞

−∞
−

i~
2m

∫+∞

−∞

ψ∗∂ψ

∂x
−
∂ψ∗

∂x
ψ

 ∂x

∂x
dx

= −
i~
2m

∫+∞

−∞

ψ∗∂ψ

∂x
−
∂ψ∗

∂x
ψ

 dx = −
i~
2m

∫+∞

−∞
ψ∗∂ψ

∂x
dx−

∫+∞

−∞

∂ψ∗

∂x
ψdx


= −

i~
2m

∫+∞

−∞
ψ∗∂ψ

∂x
dx−

ψ∗ψ
∣∣∣+∞

−∞
−
∫+∞

−∞
ψ∗∂ψ

∂x
dx


= −

i~
m

∫+∞

−∞
ψ∗∂ψ

∂x
dx (2.106)

其中利用了（2.34）式，并用到了分部积分和波函数在无限远处为零
(
ψ∗ ∂ψ

∂x −
∂ψ∗

∂x ψ
) ∣∣∣+∞

−∞
= 0。

速度的平均值等于位置平均值的时间导数

⟨v⟩ =
d⟨x⟩
dt

(2.107)

动量的平均值则是

⟨p⟩ = m⟨v⟩ = m
d⟨x⟩
dt

=

∫+∞

−∞
ψ∗
(
−i~ ∂

∂x

)
ψdx (2.108)

这样，如果已经求到了位置的平均值，再求动量平均值就很方便。

2.5.3 力的平均值

对于一个动量为 p，势能为 V (x)的微观粒子，经典力学的基本方程

d⟨p⟩
dt

=

〈
−∂V
∂x

〉
(2.109)
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依然成立。其中，⟨p⟩是动量的期望值，而 ⟨−∂V
∂x ⟩是力函数

F (x) = −∂V (x)

∂x
(2.110)

的平均值。

证明：
d⟨p⟩
dt

= −i~
∫+∞

−∞

∂

∂t

(
ψ∗∂ψ

∂x

)
dx = −i~

∫+∞

−∞

[
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂x
+ ψ∗ ∂

∂t

(
∂ψ

∂x

)]
dx

= −i~
∫+∞

−∞

[
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂x
+ ψ∗ ∂

∂x

(
∂ψ

∂t

)]
dx (2.111)

其中
∂2ψ

∂x∂t
=

∂2ψ

∂t∂x
。由薛定谔方程，有

∂ψ∗

∂t
= − i~

2m

∂2ψ∗

∂x2
+
i

~
V ψ∗ ∂ψ

∂t
=

i~
2m

∂2ψ

∂x2
− i

~
V ψ (2.112)

d⟨p⟩
dt

= −i~
∫+∞

−∞

{[
− i~
2m

∂2ψ∗

∂x2
+
i

~
V ψ∗

]
∂ψ

∂x
+ ψ∗ ∂

∂x

[
i~
2m

∂2ψ

∂x2
− i

~
V ψ

]}
dx

= −i~
∫+∞

−∞

(
− i~
2m

∂2ψ∗

∂x2
∂ψ

∂x
+
i

~
V ψ∗∂ψ

∂x
+

i~
2m

ψ∗∂
3ψ

∂x3
− i

~
ψ∗∂V

∂x
ψ − i

~
ψ∗V

∂ψ

∂x

)
dx

= −i~
∫+∞

−∞

i~
2m

(
ψ∗∂

3ψ

∂x3
− ∂2ψ∗

∂x2
∂ψ

∂x

)
dx− i~

∫+∞

−∞

(
− i
~

)
ψ∗∂V

∂x
ψdx

= 0− i~
∫+∞

−∞

(
− i
~

)
ψ∗∂V

∂x
ψdx = −i~

(
− i
~

) ∫+∞

−∞

∣∣ψ∣∣2∂V
∂x

dx = ⟨−∂V
∂x
⟩ (2.113)

其中 ∫+∞

−∞
ψ∗∂

3ψ

∂x
dx = ψ∗∂

2ψ

∂x2

∣∣∣+∞

−∞
−
∫+∞

−∞

∂2ψ

∂x2
∂ψ∗

∂x
dx

= ψ∗∂
2ψ

∂x2

∣∣∣+∞

−∞
− ∂ψ∗

∂x

∂ψ

∂x

∣∣∣+∞

−∞
+

∫+∞

−∞

∂2ψ∗

∂x2
∂ψ

∂x
dx (2.114)

−i~
∫+∞

−∞

i~
2m

(
ψ∗∂

3ψ

∂x3
− ∂2ψ∗

∂x2
∂ψ

∂x

)
dx = −i~ i~

2m

(∫+∞

−∞
ψ∗∂

3ψ

∂x3
−
∫+∞

−∞

∂2ψ∗

∂x2
∂ψ

∂x

)
= 0 (2.115)

即
d⟨p⟩
dt

=

〈
−∂V
∂x

〉
= ⟨F ⟩ (2.116)

得证。

这个结果表明，在量子体系中力学量的期望值的变化遵从经典定律，它是埃伦费斯特定理

（Ehrenfest’s theorem）的一种特殊形式（在力学量随时间的演化我们将推导）。这个定理意味着，

由量子行为向经典退化的一个途径是取力学量的期望值。

2.5.4 力学量在任意态中的平均值

2.5.4.1 分立谱

在厄米算符的本征函数的正交性和完备性的讨论中，我们知道，若ψ1(x), ψ2(x), · · · , ψn(x), · · ·
是厄米算符 F̂的归一化本征函数，相应的本征值为λ1, λ2, · · · , λn, · · · 它们满足本征方程 F̂ψn(x) =

λnψn(x)，则本征函数服从正交关系式∫
ψ∗
m(x)ψn(x)dx = δnm (2.117)
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一定要对完备性，要有深刻理解。而任一连续函数 f(x)可以按本征函数系 {ψn(x)}展开为

f(x) =
∑
n

cnψn(x) (2.118)

其中，展开系数

cn =

∫
ψ∗
n(x)f(x)dx (2.119)

是复常数。现在我们考查展开系数 cn 的物理意义。设 f(x) 已经归一化，利用 ψn(x) 的正交关

系，有

1 =

∫
f∗(x)f(x)dx =

∫∑
m

c∗mψ
∗
m

∑
n

cnψn(x)dx

=
∑
m

∑
n

c∗mcn

∫
ψ∗
m(x)ψn(x)dx

=
∑
m

∑
n

c∗mcnδmn

=
∑
n

|cn|2 (2.120)

由这个结果可以看出，|cn|2具有概率的意义。先考虑一个特殊情况，如果 f(x)是算符 F̂ 的某一

个本征态，如 f(x) = ψN (x)，则上式右边的求和中除 |cN |2 = 1外，其余都等于零。在这种情况

下测量力学量 F，必定得到确定的结果 λN。

一般情况下，c2n表示任意态 f(x)中发现本征态ψn(x)的概率（体系处于本征态ψ1(x)，ψ2(x)

⋯，ψn(x)，⋯的概率之和为 1）。换言之，|cn|2表示在 f(x)态中测量力学量 F 得到本征值 λn的

概率。由此，cn通常被称为“概率幅”，这是量子力学中一个非常重要而有趣的概念。测量到的

都是本征态。每次对量子系统测量只能测到本征态 n的本征值 λn，但是测到的概率为 |cn|2，而
多次测量的平均值为 ⟨F ⟩ =

∑
n λn|cn|2。

基于上述讨论，我们引进有关力学量算符表示的另一个基本假设：量子力学中表示力学量

的算符 F̂ 是厄米算符，它们的本征函数构成完备集。当体系处于任意波函数 f(x) 所描述的

状态时，力学量 F 没有确定的数值，而是有一系列可能的值，这些值就是算符 F̂ 的本征值

λ1, λ2, · · · , λn, · · · 测量力学量 F 得到本征值 λn 的概率是 |cn|2。这样一来，力学量 F 在任意态

f(x)中的平均值便是

⟨F ⟩ =
∑
n

λn|cn|2 (2.121)

它具有统计平均的形式，可以一般性的简化为

⟨F̂ ⟩ =
∫
f∗(x)F̂ f(x)dx (2.122)

证明：事实上，我们有∫
f∗(x)F̂ f(x)dx =

∫∑
m

c∗mψ
∗
m(x)F̂

∑
n

cnψn(x)dx

=
∑
m

∑
n

c∗mcnλn

∫
ψ∗
m(x)ψn(x)dx

=
∑
m

∑
n

c∗mcnλnδmn

=
∑
n

λn|cn|2 (2.123)
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现在我们可以看出，力学量 F 在任意态 f(x)中的统计平均值就是算符 F̂ 在这个态中的期待值。

利用上式可以直接从算符 F̂ 和体系所处的状态 f(x)得出力学量 F 在这个状态中的平均值。

如果体系的状态 f(x)就是算符 F̂ 的一个本征态 ψn(x)，则给出

⟨F̂ ⟩ =
∫
ψ∗
n(x)F̂ψn(x)dx = λn (2.124)

这时力学量 F 的平均值就是确定的本征值 λn。

2.5.4.2 连续谱

如果 F̂ 的本征值组成连续谱，则相应的本征方程为

F̂ψλ(x) = λψλ(x) (2.125)

这时本征值 λ取连续变化的实数。本征函数的正交关系式变为∫
ψ∗
λ′(x)ψλ(x)dx = δ(λ− λ′) (2.126)

任意态 f(x)按本征函数集 {ψλ(x)}的展开则表示为对本征值 λ的积分

f(x) =

∫
c(λ)ψλ(x)dλ (2.127)

其中，c(λ)为连续谱情况下的概率幅。为求 c(λ)，对（2.127）式两边同乘以 ψ∗
λ′(x)，然后对 x积

分，并利用正交关系（2.126），得∫
ψ∗
λ′(x)f(x)dx =

∫
ψ∗
λ′(x)

[∫
c(λ)ψλ(x)dλ

]
dx =

∫
c(λ)

[∫
ψ∗
λ′(x)ψλ(x)dx

]
dλ

=

∫
c(λ)δ(λ− λ′)dλ = c(λ′) (2.128)

即

c(λ) =

∫
ψ∗
λ(x)f(x)dx (2.129)

它与分立谱情况下的概率幅有相同的形式。有

1 =

∫
f∗(x)f(x)dx

=

∫ [∫
c∗(λ′)ψ∗

λ′(x)dλ
′
] [∫

c(λ)ψλ(x)dλ

]
dx

=

∫ ∫
c∗(λ′)c(λ)

[∫
ψ∗
λ′(x)ψλ(x)dx

]
dλ′dλ

=

∫
c(λ)

[
c∗(λ′)δ(λ′ − λ)dλ′

]
dλ

=

∫
c∗(λ)c(λ)dλ =

∫
|c(λ)|2dλ (2.130)

这个结果表示，|c(λ)|2具有概率密度的意义。事实上，|c(λ)|2是任意态 f(x)中发现本征态 ψλ(x)

的概率秘密。换言之，它是在 f(x)态中测量力学量 F 得到 λ的概率密度。

于是力学量 F 在 f(x)态中的平均值为

⟨F ⟩ =
∫
λ|c(λ)|2dλ (2.131)

在连续谱情况下，依然可以用式

⟨F̂ ⟩ =
∫
f∗(x)F̂ f(x)dx (2.132)

我们现在考虑一种重要的特殊情况，即 F̂ 为一维动量算符：F̂ = p̂x = −i~ ∂
∂x，动量本征函

xuanleng.me@gmail.com 71 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me 第二章 波动力学

数为

ψp(x) =
1√
2π~

exp

(
i

~
px

)
(2.133)

则概率幅为

c(p) =
1√
2π~

∫∞
−∞

exp

(
− i
~
px

)
f(x)dx =

1√
2π~

F (ω) (2.134)

是 f(x)的傅里叶变换。可见在动量本征函数情况下，概率幅 c(p)本征上是波函数 f(x)的傅里

叶变换。由连续谱的一般性结果可知，|c(p)|2 是动量概率密度。由此 c(p)可以称为动量空间的

波函数，简称动量波函数。关于 |c(p)|2 是动量概率密度的结论，我们可以从傅里叶变换关系式
Plancherel定理去论证。Plancherel定理表示为∫∞

−∞
|f(x)|2dx =

1

2π

∫∞
−∞
|F (ω)|2dω (2.135)

设 f(x)表示归一化的量子力学波函数，则
1

2π

∫∞
−∞
|F (ω)|2dω = 1 (2.136)

利用（2.134），并注意到 ω = p/~，得 ∫∞
−∞
|c(p)|2dp = 1 (2.137)

可见 |c(p)|2确实是动量概率密度。

2.5.5 埃伦费斯特定理

2.5.5.1 基于薛定鄂方程的推导

埃伦费斯特定理（Ehrenfest’s theorem）描述是力学量的平均值随时间的演化。

d

dt
⟨A⟩ =

1

i~
⟨[A,H]⟩+

〈
∂A

∂t

〉
(2.138)

证明：直接利用薛定鄂方程证明。

设一个量子体系在任意 t时刻的状态由归一化波函数 ψ(t)来描述，则任意一个力学量 A的

平均值为

⟨A⟩ =
∫
ψ∗(t)Aψ(t))dτ (2.139)

等式两边对时间求导，有

d⟨A⟩
dt

=

∫ ∂ψ∗

∂t
Aψdτ +

∫
ψ∗∂A

∂t
ψdτ +

∫
ψ∗A

∂ψ

∂t
dτ

=

∫ ∂ψ∗

∂t
Aψdτ +

∫
ψ∗A

∂ψ

∂t
dτ +

〈
∂A

∂t

〉
(2.140)

利用薛定鄂方程：i~
∂ψ

∂t
= Hψ，−i~

∂ψ∗

∂t
= ψ∗H∗ = ψ∗H（体系的哈密顿算符为厄米算符），有

d⟨A⟩
dt

= − 1

i~

∫
ψ∗HAψdτ +

1

i~

∫
ψ∗AHψdτ +

〈
∂A

∂t

〉
=

1

i~

∫
ψ∗(AH −HA)ψdτ +

〈
∂A

∂t

〉
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=
1

i~
⟨[A,H]⟩+

〈
∂A

∂t

〉
(2.141)

得证。

可以看出时间偏导的平均值

〈
∂A

∂t

〉
与平均值的时间偏导

d⟨A⟩
dt
是明显不同的。而且平均值

是如此重要，因为我们在实验中测得的数据可以都是平均值。于是平均值随不随时间变化于是

变得很重要。如果算符 A与时间 t无关（不显含时间），则
∂A

∂t
= 0，于是力学量的平均值随时

间演化方程（2.138）式简化为

d⟨A⟩
dt

=
1

i~
⟨[A,H]⟩ 或

d⟨A⟩
dt

=
i

~
⟨[H,A]⟩ (2.142)

这个方程称为海森堡运动方程（Heisenberg motion equation）。

2.5.5.2 基于刘维尔—冯诺依曼方程的推导

可以利用刘维尔方程来计算一个不显含时间的物理量 A在混合态中的平均值 ⟨A⟩随时间的
变化

i~
d

dt
⟨A⟩ = i~

d

dt
tr(ρ(t)A) = i~tr

[
dρ(t)

dt
A

]
¬

= tr
[
i~
dρ(t)

dt
A

]
= tr

{
[Ĥ, ρ(t)]A

}
­

= tr
{
ρ(t)[A, Ĥ]

}
®

= ⟨[A, Ĥ]⟩ ¯ (2.143)

其中

¬利用 ⟨A⟩ = tr(Aρ)及 trAB = trBA；

­利用 i~
d

dt
ρ = [Ĥ, ρ]；

®利用 tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB)

tr
{
[Ĥ, ρ(t)]A

}
= tr(HρA− ρHA) = tr(HρA)− tr(ρHA)

= tr(ρAH)− tr(ρHA) = tr(ρAH − ρHA)

= tr {ρ[A,H]}

¯利用 ⟨A⟩ = tr(Aρ) = tr(ρA)。

这就是开头几章讲的恩费斯特公式。

2.5.5.3 位置、动量和力的平均值关系

利用埃伦费斯特定理
d⟨A⟩
dt

=
1

i~
⟨[A,H]⟩，位置与动量平均值、动量与力的平均值的关系可

以轻松求得。
d

dt
⟨r⃗⟩ = 1

m
⟨p⃗⟩, d

dt
⟨p⃗⟩ = ⟨−∇V ⟩ (2.144)
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证明：

（1）由
d⟨x⟩
dt

=
i

~
⟨[H,x]⟩，有

[H,x] =

[
p2

2m
+ V, x

]
=

1

2m
[p2x + p2y + p2z, x] =

1

2m
[p2x, x]

=
1

2m
(px[px, x] + [px, x]px) =

1

2m
[(−i~)px + (−i~)px] = −i

~
m
px (2.145)

即
d⟨x⟩
dt

=
i

~

(
−i ~
m
⟨px⟩

)
=

1

m
⟨px⟩ (2.146)

同理，y、z方向也有同样结果，于是
d⟨r⃗⟩
dt

=
1

m
⟨p⃗⟩ (2.147)

（2）由
d⟨px⟩
dt

=
i

~
⟨[H, px]⟩，有

[H, px] =

[
p2

2m
+ V, px

]
= [V, px] = i~

∂V

∂x
(2.148)

即
d⟨px⟩
dt

=
i

~
(i~)

〈
∂V

∂x

〉
=

〈
−∂V
∂x

〉
(2.149)

得证。

可见量子力学中的平均值的运动方程

m · ∂
2

∂t2
⟨x⟩ = m · ∂

∂t

〈
∂x

∂t

〉
=

∂

∂t
⟨p⟩ = −⟨∇⟩ (2.150)

是符合牛顿力学方程的。

2.5.6 位力定理

位力定理（Virial theorem）描述的是当体系处于定态下与动能相关的平均值。

2⟨T ⟩ = ⟨r⃗ · (∇V )⟩ 或
1

m
⟨p2⟩ = ⟨r⃗ · (∇V )⟩ (2.151)

证明：

（方法一）利用埃伦费斯特定理证明。

设粒子处于势场 V (r⃗)中，哈密顿量 H 表示为

H =
p2

2m
+ V (r⃗)

考虑 r⃗ · p⃗的平均值随时间的变化，利用埃伦费斯特定理，
d

dt
⟨A⟩ =

1

i~
⟨[A,H]⟩，有

i~
d

dt
⟨r⃗ · p⃗⟩ = ⟨[r⃗ · p⃗, H]⟩ =

1

2m
⟨[r⃗ · p⃗, p2]⟩+ ⟨[r⃗ · p⃗, V (r⃗)]⟩

=
1

2m
⟨2i~p2⟩+ ⟨−i~r⃗ · (∇V )⟩

= i~

 1

m
⟨p2⟩ − ⟨r⃗ · (∇V )⟩


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对于定态，
d

dt
⟨r⃗ · p⃗⟩ = 0，有

2⟨T ⟩ = ⟨r⃗ · (∇V )⟩ 或
1

m
⟨p2⟩ = ⟨r⃗ · ∇V ⟩

式中 T =
p2

2m
为粒子动能。

（方法二）利用变分法和标度变换证明。

作标度变换，令 r⃗ → r⃗′ = λr⃗，则 p⃗ = −i~ ∂
∂r⃗ = λp⃗′，于是动能为

⟨T ⟩ =
〈
p2

2m

〉
= λ2⟨T ′⟩ (2.152)

注意到归一化条件与标度变换无关，有∫
ψ∗(r⃗)ψ(r⃗)dr⃗ =

∫
ψ∗(r⃗′)ψ(r⃗′)dr⃗′ = 1 (2.153)

因此

V (λ) =

∫
ψ∗(r⃗′)V (r⃗)ψ(r⃗′)dr⃗′ (2.154)

由变分原理（参考微扰章节），有
δ⟨H⟩
δλ

= 2λ⟨T ′⟩+
∫
ψ∗(r⃗′)

∂V (r)

∂λ
ψ(r⃗′)dr⃗′

= 2λ⟨T ′⟩+
∫
ψ∗(r⃗′)

∂V

∂r⃗
· ∂r⃗
∂λ
ψ(r⃗′)dr⃗′

= 2λ⟨T ′⟩+
∫
ψ∗(r⃗′)

∂V

∂r⃗′
· ∂r⃗

′

∂r⃗
· ∂r⃗
∂λ
ψ(r⃗′)dr⃗′

= 2λ⟨T ′⟩+
∫
ψ∗(r⃗′)

∂V

∂r⃗′
λ

(
− r⃗

′

λ2

)
ψ(r⃗′)dr⃗′

= 2λ⟨T ′⟩ − 1

λ

〈
r⃗′
∂V

∂r⃗′

〉
= 0 (2.155)

其中将 λ看成变量， ∂r⃗
∂λ = − r⃗′

λ2
。当 λ = 1时，r⃗ = r⃗′，得

2⟨T ⟩ =
〈
r⃗
∂V

∂r⃗

〉
(2.156)

得证。

对于位力定理，存在很多特例。

（例一） 对于 V (x, y, z)是 x, y, z的 n次齐次函数的势场，有

2⟨T ⟩ = n⟨V ⟩ (2.157)

证明：V (x, y, z)是 x, y, z的 n次齐次函数，则可表示为

V (x, y, z) =
∑
ijk

Cijkx
iyjzk

其中 i+ j + k = n,Cijk 是展开系数。由位力定理 2⟨T ⟩ = ⟨r⃗ · (∇V )⟩，有

r⃗ · ∇V = x
∂V

∂x
+ y

∂V

∂y
+ z

∂V

∂z

= x
∑

iCijkx
i−1yjzk + y

∑
jCijkx

iyj−1zk + z
∑

kCijkx
iyjzk−1

= (i+ j + k)
∑

Cijkx
iyjzk

= nV
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这个关系在数学分析中称 Euler的齐次定理。即

2⟨T ⟩ = n⟨V ⟩

得证。

（例二） 对于一些具体的势场，有

（1） 谐振子势，n = 2，有

⟨V ⟩ = ⟨T ⟩ (2.158)

（2） 库仑势，n = −1，有
⟨V ⟩ = −2⟨T ⟩ (2.159)

（3） δ势，n = −1（与 Coulomb势相同），有

⟨V ⟩ = −2⟨T ⟩ (2.160)

验证：

（1）谐振子势3

V (x, y, z) =
1

2
m(ω1x

2 + ω2y
2 + ω3z

2)

即，n = 2，有，⟨V ⟩ = ⟨T ⟩；

（2）库伦势

F =
1

4πε0

q1q2
r2

E =
F

q
=

1

4πε0

q

r2

V =

∫∞
r
Edr =

q

4πε0
· −r−1

∣∣∣∞
r

=
q

4πε0

1

r
=

q

4πε0

1√
x2 + y2 + z2

可以看出，n = −1，有，⟨V ⟩ = −2⟨T ⟩。实在看不出，可以代到 r⃗ · ∇V = x∂V∂x + y ∂V∂y + z ∂V∂z 中

计算。

（3）略！！

2.5.7 赫尔曼—费曼定理

借助于赫尔曼—费曼定理（Hellmann-Feynman thorem）可以得出关于各种力学量平均值的

许多信息，而不必再利用波函数去进行繁琐的计算。设体系的哈密顿量 H 中含有某参量 λ，即，

H(λ)，En为 H 的本征值，相应的归一化本征函数为 ψn（n为一组完备量子数），则

∂En

∂λ
=

〈
ψn

∣∣∣∣∣∣∂H∂λ
∣∣∣∣∣∣ψn

〉
(2.161)

证明：由能量本征方程

H|ψn⟩ = En|ψn⟩ (2.162)

对参量 λ取导数，有
∂H

∂λ
|ψn⟩+H

∂|ψn⟩
∂λ

=
∂En

∂λ
|ψn⟩+ En

∂|ψn⟩
∂λ

(2.163)

3注意量子力学里讲“势”是“势能”
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左乘 ⟨ψn|，得

⟨ψn|
∂H

∂λ
|ψn⟩+ ⟨ψn|H|

∂|ψn⟩
∂λ

=
∂En

∂λ
⟨ψn|ψn⟩+ En⟨ψn|

∂|ψn⟩
∂λ

(2.164)

利用 ⟨ψn|H = En⟨ψn|，有

⟨ψn|
∂H

∂λ
|ψn⟩+ En⟨ψn|

∂|ψn⟩
∂λ

=
∂En

∂λ
+ En⟨ψn|

∂|ψn⟩
∂λ

(2.165)

即
∂En

∂λ
=

〈
ψn

∣∣∣∣∣∣∂H∂λ
∣∣∣∣∣∣ψn

〉
=

〈
∂H

∂λ

〉
n

(2.166)

得证。

（例一） 证明一维谐振子有

⟨T ⟩n = ⟨V ⟩n =
1

2
En (2.167)

证明：已知一维谐振子

V (x) =
1

2
mω2x2, H =

p2

2m
+

1

2
mω2x2 = T + V, En = (n+

1

2
)~ω (2.168)

将 ω视为参数
∂H

∂ω
= mωx2 (2.169)

利用赫尔曼—费曼定理 〈
∂H

∂ω

〉
n

=
∂En

∂ω
=

n+
1

2

 ~ (2.170)

即

mω⟨x2⟩ = (n+
1

2
)~ (2.171)

⟨V ⟩n =
1

2
mω2⟨x2⟩n =

1

2

n+
1

2

 ~ω =
1

2
En (2.172)

又 ⟨V ⟩n + ⟨T ⟩n = En，有

⟨T ⟩n = ⟨V ⟩n =
1

2
En (2.173)

得证。

（例二） 设有两个一维势阱，V1(x) ⩽ V2(x)（对所有 x），在两势阱中都存在束缚能级。分

别为 E1n和 E2n, (n = 1, 2, 3 · · · )。试证明：E1n ⩽ E2n。

证明：令 V (λ, x) = (1− λ)V1(x) + λV2(x)，有

V (0, x) = V1(x), V (1, x) = V2(x) (2.174)

∂V

∂λ
= V2(x)− V1(x) ⩾ 0 (2.175)
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由赫尔曼—费曼定理，
∂En

∂λ
=

〈
∂H

∂λ

〉
n

=

〈
∂V

∂λ

〉
n

⩾ 0，即 En(λ) 是 λ 的单调上升函数，又

En(0) = E1n、En(1) = E2n，有

E1n ⩽ E2n (2.176)

得证。

2.6 力学量的算符表示

量子力学的基本假定之一就是：量子力学的力学量用算符表示。详细来说就是：如果量子力

学体系的某个力学量（如能量、动量、角动量）用算符 F̂ 表示，那么当这个体系处于 F̂ 的本征

态 ψ时，这个力学量具有确定值，它就是本征方程 F̂ψ = λψ中的本征值 λ。

2.6.1 算符的概念

（1）算符的定义

所谓“算符”就是一种“运算符号”，如
d

dx
, ∇ ≡ ∂

∂x
i⃗+

∂

∂y
j⃗ +

∂

∂z
k⃗, ∇2 ≡ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
∂2

∂z2
(2.177)

都是微分算符，而 ∫
dx,

∫
dxdy,

∫
dr⃗ (2.178)

都是积分算符。就连
√

, ln, sin (2.179)

也都可以理解为算符。

（2）线性算符

算符通常用 F̂ 表示。如果 F̂ 满足

F̂ (af1 + bf2) = aF̂ (f1) + bF̂ (f2) (2.180)

其中 a和 b是常数，f1和 f2是函数，则称 F̂ 为线性算符。按照线性算符的定义，上述算符中只

有式（2.179）为非线性算符，其余都是线性算符。

（3）算符的意义

描述一个自变量 x的变化用函数 y = f(x)，而描述一个函数 f 的变化则用算符

F̂ f = g (2.181)

表示算符 F̂ 作用于一个函数 f 给出另一个函数 g。从数学的观点来看，算符就作用在一个函数

上得出另一个函数的运算符号。换句话说，把函数 f 变为 g，用符号表示为 F̂ f = g，而运算符

号 F̂ 则称为算符。具体来说，微分算符 F̂ = d
dx 作用于函数 f = x2 + x + 1，给出另一个函数

g = 2x+ 1。又如，x也是算符，它的作用是与函数 f 相乘，给出函数 g = xf。量子力学中的算

符代表对波函数（量子态）的一种运算，而且往往是“乘”和“微分”这两种。
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2.6.2 算符的本征方程

通常情况下，当算符作用于一个函数，得出的是另一个函数。例如，微分算符 d
dx 作用于正

弦函数 sinx，得到余弦函数 cosx。但是存在一种特殊情形，即：算符 F̂ 作用与一个函数 ψ，结

果等于一个常数 λ乘上这个函数本身，即

F̂ψ = λψ (2.182)

我们将这个方程称为算符 F̂ 的本征方程，λ称为 F̂ 的本征值，ψ是属于 λ的本征函数，在量子

力学中也被称为本征态。例如函数 eax 就是算符 d
dx 的本征函数，因为

d
dxe

ax = aeax。但是 eax
2

并不是 d
dx 的本征函数，因为

d
dxe

ax2 = 2axeax
2，算符作用函数后并没有得到该函数本身乘以一

个常数。

2.6.3 算符的函数

一个函数 f(x)在 x = 0处可以展开成泰勒级数

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · · =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn (2.183)

其中 f (n)(0)是函数 f(x)对自变量 x求 n阶导数，然后在 x = 0取值。类似地，算符 F̂ 的函数

f(F̂ )也可以展开为

f(F̂ ) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
(F̂ )n (2.184)

可见一个普通函数 f(x)的展开式是与相应的算符函数 f(F̂ )的展开式的区别在于将变量 x换成

算符 F̂。

例如，对于算符函数 f(p̂x) = exp(ap̂x)（a是常数，p̂x = −i~ ∂
∂x 是动量算符），相应的普通

函数为

exp(ax) =

∞∑
n=0

an

n!
xn (2.185)

将展开式中的 x换成 p̂x = −i~ ∂
∂x，得到

exp(ap̂x) =

∞∑
n=0

an

n!
(p̂x)

n =

∞∑
n=0

an(−i~)n

n!

∂n

∂xn
(2.186)

如果算符 F̂ 有本征方程 F̂ψ = λψ，则

f(F̂ )ψ =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
(F̂ )nψ =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
λnψ = f(λ)ψ (2.187)

例如，如果有 Ĥψ = Eψ，则

exp

(
− i
~
Ĥt

)
= exp

(
− i
~
Et

)
ψ (2.188)

2.6.4 力学量的算符

我们将动量平均值

⟨p⟩ = m⟨v⟩ = m
d⟨x⟩
dt

=

∫+∞

−∞
ψ∗
(
−i~ ∂

∂x

)
ψdx (2.189)
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中的 −i~
∂

∂x
称为动量算符，用符号 p̂表示

p̂ = −i~ ∂
∂x

(2.190)

动量算符的表达式是动量期望值的自然结果4。而坐标算符就是坐标自身。在直角坐标系中它们

的三维表示为
ˆ⃗r = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗ (2.191)

ˆ⃗p = −i~∇ = p̂x⃗i+ p̂y j⃗ + p̂zk⃗ (2.192)

其中

p̂x = −i~ ∂
∂x
, p̂y = −i~

∂

∂y
, p̂z = −i~

∂

∂z
(2.193)

在经典力学中，一般力学量 F 是坐标 r⃗和动量 p⃗的函数，即 F = F (r⃗, p⃗)，这样该力学量在

量子力学中的算符表示为

F̂ = F̂ (ˆ⃗r, ˆ⃗p) = F̂ (r⃗,−i~∇) (2.194)

它在 ψ(x, t)中的期望值为

⟨F̂ ⟩ =
∫∞
−∞

ψ∗F̂ (x, p̂)ψdx (2.195)

将薛定鄂方程中的

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + V (r⃗) (2.196)

称为系统的哈密顿量算符，用 Ĥ 表示，它描述的是系统的总能量，与经典力学中的哈密顿量相

对应。同样动能算符则为

T̂ =
p̂2x
2m

= − ~2

2m

∂2

∂x2
(2.197)

三维的动能算符则为

T̂ = − ~2

2m
∇2 (2.198)

2.6.5 表示力学量的厄米算符

2.6.5.1 厄米算符的定义

所有力学量的数值都是实数。如坐标、动量、角动量、能量的数值都是实数。当量子体系处

于一个算符的本征态时，该算符的本征值就是这个力学量的取值，这样本征值必须是实数。而厄

米算符就具备这个性质，它的本征值是实数。因此，量子力学中表示力学量的算符都是厄米算

符。

对于两个任意函数 ψ和 ϕ，如果算符 F̂ 满足下列等式∫
ψ∗F̂ ϕdx =

∫ (
F̂ψ
)∗
ϕdx (2.199)

则称 F̂ 为厄米算符。其中 x代表所有相关的变量，积分范围是所有变化量的变化的整个区域。

4这里我们不去数学上严格区分平均值和期望值。均值是抽样以后计算出来的数值，而期望是总体分布的均值，理论上
若抽取的样本容量足够大，均值会无限接近于期望！
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（1）证明厄米算符的本征值是实数。
证明：以 λ表示 F̂ 的本征值，ψ表示所属的本征函数，有

F̂ψ = λψ (2.200)

由厄米算符的定义：
∫
ψ∗F̂ ϕdx =

∫ (
F̂ψ
)∗
ϕdx，取 ψ = ϕ，有

λ

∫
ψ∗ψdx = λ∗

∫
ψ∗ψdx (2.201)

即

λ = λ∗ (2.202)

这表示厄米算符的本征值是实数。

得证。

（2）验证表示力学量的算符是厄米算符。
1）验证坐标算符 x是厄米算符

由于 x是实数，有 ∫+∞

−∞
ψ∗xϕ =

∫∞
−∞

(xψ)∗ϕdx (2.203)

2）验证动量算符是厄米算符∫∞
−∞

ψ∗p̂xϕdx = −i~
∫∞
−∞

ψ∗dϕ

dx
dx = −i~

∫∞
−∞

ψ∗dϕ = −i~ψ∗ · ϕ
∣∣∣∞
−∞

+ i~
∫∞
−∞

ϕdψ∗

= −i~ψ∗ · ϕ
∣∣∣∞
−∞

+ i~
∫∞
−∞

dψ∗

dx
ϕdx =

∫∞
−∞

(p̂xψ)
∗ϕdx (2.204)

其中 ψ和 ϕ在 x→ ±∞等于零。

2.6.5.2 算符的厄米共轭

算符 F̂ 的厄米共轭用 F̂ †表示，定义如下∫ (
F̂ψ
)∗
ϕdx =

∫
ψ∗F̂ †ϕdx (2.205)

其中 ψ和 ϕ都是任意的。

将算符的厄米共轭与厄米算符的定义相比较有，

F̂ = F̂ † (2.206)

即，如果一个算符与它的厄米共轭相等，则该算符是厄米算符。这也可以作为厄米算符的另一种

形式的定义。

2.6.6 厄米算符本征函数的性质

2.6.6.1 正交性

(1)相互正交的定义。如果两函数 ψ1和 ψ2满足关系式∫
ψ∗
1ψ2dτ = 0 (2.207)

式中积分是对变量变化的全空间积分，则称 ψ1和 ψ2相互正交。

(2)厄米算符的属于不同本征值的两个本征函数相互正交。设 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn, · · · 是厄米算符
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F̂ 的本征函数，它们所属的本征值 λ1, λ2, · · · , λn, · · · 都不相等。

证明：利用本征方程，设 F̂ ϕk = λkϕk, F̂ ϕl = λlϕl，且当 k ̸= l时，λk ̸= λl。

由于 F̂ 是厄米算符，则本征值为实数，即 λk = λ∗k，有

(F̂ ϕk)
∗ = λkϕ

∗
k (2.208)

用 ϕl 右乘（2.208）式两边，并对变量的整个区域积分，得∫
(F̂ ϕk)

∗ϕldτ = λk

∫
ϕ∗kϕldτ (2.209)

用 ϕ∗k 左乘（2.208）式两边，并对变量的整个区域积分，得∫
ϕ∗k(F̂ ϕl)dτ = λl

∫
ϕ∗kϕldτ (2.210)

由厄米算符的定义，有 ∫
ϕ∗k(F̂ ϕl)dτ =

∫
(F̂ ϕk)

∗ϕldτ (2.211)

即

λk

∫
ϕ∗kϕldτ = λl

∫
ϕ∗kϕldτ (2.212)

由于，λk ̸= λl，有 ∫
ϕ∗kϕldτ = 0 (2.213)

得证。

2.6.6.2 完备性

设厄米算符 F̂ 的正交归一本征函数是 ϕn(x)，对应的本征值是 λn，则任一函数 ψ(x)可以按

ϕn(x)展开为级数

ψ(x) =
∑
n

cnϕn(x) (2.214)

其中 cn 与 x无关。本征函数 ϕn(x)的这种性质称为完备性，或说 ϕn(x)组成完全系。以 ϕ∗m(x)

乘以等式两边，并对 x的整个区域积分，有∫
ϕ∗m(x)ψ(x)dx =

∑
n

cn

∫
ϕ∗m(x)ϕn(x)dx =

∑
n

cnδmn = cm (2.215)

即

cn =

∫
ϕ∗n(x)ψ(x)dx (2.216)

系数 cn可以由 ψ(x)和 ϕn(x)确定。

以 ψ(x)表示体系的状态波函数，则 ψ(x)可以用按算符 F̂ 的全部本征函数展开。设 ψ(x)已

归一化，有

1 =

∫
ψ∗(x)ψ(x)dx =

∑
mn

c∗mcn

∫
ϕ∗m(x)ϕn(x)dx =

∑
mn

c∗mcnδmn =
∑
n

|cn|2 (2.217)

（1）力学量 F̂ 在 ψ态中的平均值表示为

⟨F̂ ⟩ =
∑
n

λn|cn|2 =
∫
ψ∗(x)F̂ψ(x)dx (2.218)
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证明：

ψ∗(x) =
∑

c∗mϕ
∗
n(x) ψ(x) =

∑
cnϕn(x) F̂ ϕn(x) = λnϕn(x) (2.219)

⟨F̂ ⟩ =
∑
mn

c∗mcn

∫
ϕ∗m(x)F̂ ϕn(x)dx (2.220)

=
∑
mn

c∗mcnλn

∫
ϕ∗m(x)ϕn(x)dx (2.221)

=
∑
mn

c∗mcnλnδmn =
∑

λn|cn|2 (2.222)

（2）如果两个算符 F̂ 和 Ĝ有一组共同本征函数 ϕn，而且 ϕn组成完全系，则算符 F̂ 和 Ĝ对

易。

证明：由

F̂ ϕn = λnϕn Ĝϕn = µnϕn (2.223)

有

(F̂ Ĝ− ĜF̂ )ϕn = λnµnϕn − µnλnϕn = 0 (2.224)

设 ψ是任意波函数，由 ϕn组成完全系，有

ψ =
∑
n

anϕn (2.225)

有

(F̂ Ĝ− ĜF̂ )ψ =
∑
n

an(F̂ Ĝ− ĜF̂ )ϕn = 0 (2.226)

ψ是任意波函数，所以，有

F̂ Ĝ− ĜF̂ = 0 (2.227)

2.6.6.3 封闭性

将（2.216）代入（2.214），有

ψ(x) =
∑
n

[∫
ϕn(x

′)ψ(x′)dx′
]
ϕn(x) (2.228)

重新整理，得

ψ(x) =

∫
ψ(x′)

[∑
n

ϕn(x
′)ϕn(x)

]
dx′ (2.229)

式中 ψ(x)是一个任意连续函数，如果积分区间包含 x点，有∑
n

ϕn(x
′)ϕn(x) = δ(x− x′) (2.230)

上式描述了正交归一函数集 {ϕn(x)}的封闭性，它的成立只要求 ϕn(x)是正交归一的。
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2.6.7 算符的函数

考虑一个算符 Â 和一个普通函数 f(x)，那算符的函数 f(Â) 是什么呢？设函数 f(x) 能在

x = 0处泰勒展开，有

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn (2.231)

我们可以用函数泰勒展开的观点来定义一个算符的函数，有

f(Â) ≡
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
Ân (2.232)

设 |aj⟩是算符 Â的本征矢，所属的本征值为 aj，有

Â|aj⟩ = aj |aj⟩ (2.233)

由算符函数的泰勒展开，有

f(Â)|aj⟩ =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
An|aj⟩ ≡ f(aj)|aj⟩ (2.234)

利用本征矢的正交归一关系

f(Â) =
∑
j

|aj⟩f(aj)⟨aj | (2.235)

这就是算符的函数的严格定义。可见，f(Â)在 |aj⟩表象中是个对角矩阵。

Â =


a1 0

0 a2 0

0 0
. . .

 =⇒ f(Â) =


f(a1) 0

0 f(a2) 0

0 0
. . .

 (2.236)

我们可以通过幺正变换将 f(A)从一个给定表象变换到另个表象。新的基矢为

|βk⟩ =
∑
j

S∗
kj |αj⟩ (2.237)

其中 Sjk ≡ ⟨βk|αj⟩是新旧表象变换的幺正变换矩阵元。

f(Â) =
∑
kk′j

|βk⟩⟨βk|αj⟩f(αj)⟨αj |βk′⟩⟨βk′ | (2.238)

≡
∑
kk′

|βk⟩f ′kk′⟨βk′ | (2.239)

其中

f ′kk′ =
∑
j

Skjf(αj)S
∗
k′j (2.240)

只要知道算符的本征值和本质态就可以计算它的函数。

例如，对于如下哈密顿量

H =
∑
n

~ωn|n⟩⟨n| (2.241)

时间演化算符为

U(t, 0) = e−
i
ℏ tH =

∑
n

e−iωnt|n⟩⟨n| (2.242)
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如果系统初态处于第m个本征态，|ψ(0)⟩ = |m⟩，有

|ψ(t)⟩ = e−iωmt|m⟩ (2.243)

This shows, that the energy eigenstates of a system do not evolve in time. A system initially prepared in

a state |n only accumulates an overall phase factor with no physical consequences. Eq. (8) is one of the

motivations, why people are interested in finding the energy eigenstates of a system.

2.6.8 平移算符与指数型算符

对于本征值为 x的本征态 |x⟩，定义平移算符，T (a)，使得本征态移动到另一个本征态，其
中本征值增加 a，有

T (a)|x⟩ ≡ |x+ a⟩ (2.244)

根据定义，平移算符的共轭算符则是使本征态对应的本征值减少 a，即

T †(a)|x′⟩ = |x′ − a⟩ (2.245)

证明：

⟨x′|T (a)|x⟩ = ⟨x′|x+ a⟩ = δ[(x+ a)− x′]

= δ[x− (x′ − a)]

= ⟨x′ − a|x⟩ (2.246)

其中用到本征函数的正交性。于是，有

⟨x′|T (a) = ⟨x′ − a| =⇒ T †(a)|x′⟩ = |x′ − a⟩ (2.247)

得证。

比较（2.244）和（2.247）式，可见

T (a) = T †(−a) (2.248)

如果先向前平移再向后平移同样的量，态是不发生改变的，这表明平移算符是幺正算符5。即

T †(a)T (a)|x⟩ = |x⟩ =⇒ T †(a) = T−1(a) (2.249)

对于幺正算符，可以写成如下形式

T (a) = e−iK·a (2.250)

于是

1 = T †(a)T (a) = eiK
†·ae−iK·a = ei(K

†−K)·a (2.251)

即

K = K† (2.252)

其中K是厄米算符。Where evidently,K must be hermitian. In general, when writing a unitary operator

this way, the operators K are known as the generators of what ever unitary operator one is expressing, in

this case: translation.

5参见矩阵力学中的章节，有详细定义
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可见平移算符是一种指数型算符，更一般的形式表示为

T̂ = e−iÂ (2.253)

T̂ 是算符 Â的指数型函数 f(Â)，它作用于波函数通常会使得该波函数在时间或空间中移动。算

符的函数由它的泰勒展开来定义，有

T̂ = e−iÂ =

∞∑
n=0

(−iÂ)n

n!
= 1− iÂ− ÂÂ

2
− · · · (2.254)

最常见的指数型算符是时间演化算符 Û，它是系统哈密顿量 Ĥ 的指数型函数，作用是使得波函

数随时间演化（移动时间）。如

Û(t, t0) = e−iĤt/~ = 1− iĤt

~
+

1

2!

(
iĤt

~

)2

− · · · (2.255)

|ψn(t)⟩ ≡ Û(t)|ψn(0)⟩ = e−iEnt/~|ψn(0)⟩ (2.256)

关于时间演化算符，在矩阵力学中有更多的讨论。

2.6.8.1 位置平移算符

位置平移算符使得位置在空间上的移动，需要求得算符 K⃗的具体形式。设其本征值为 k⃗，有

K⃗ |⃗k⟩ = k⃗|⃗k⟩, T (⃗a)|⃗k⟩ = e−ik⃗·⃗a |⃗k⟩ (2.257)

将平移算符作用其本征态后投影到坐标上

⟨x⃗|T (⃗a)|⃗k⟩ = e−ik⃗·⃗a⟨x⃗|⃗k⟩ = e−ik⃗·⃗aψ
k⃗
(x⃗) (2.258)

其中定义波函数为

ψ
k⃗
(x⃗) = ⟨x⃗|⃗k⟩ (2.259)

做同样的投影，只不过将 T (⃗a)换成 T †(−a⃗)，于是

⟨x⃗|T (⃗a)|⃗k⟩ = ⟨x⃗|T †(−a⃗)|⃗k⟩ = ⟨x⃗− a⃗|⃗k⟩ = ψ
k⃗
(x⃗− a⃗) (2.260)

比较两式，有

ψ
k⃗
(x⃗− a⃗) = e−ik⃗·⃗aψ

k⃗
(x⃗) (2.261)

令 x⃗ = 0、a⃗ = −y⃗，得到是自由粒子波函数平面波形式的解

ψ
k⃗
(y⃗) = ψ

k⃗
(0)eik⃗·y⃗ (2.262)

对比（2.3）式，k⃗为波矢，与动量的关系为

k⃗ =
p⃗

~
(2.263)

即前面讨论的 K⃗ 算符为波矢算符。于是平移算符具体形式为

T (⃗a) = e−iP⃗ ·⃗a/~ (2.264)

Aside from the constant, ~ , momentum is the generator of translation.
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导出动量矩阵元 为了简便只考虑一维的情况，平移算符为

T (a) = e−iPa/~ (2.265)

对上式左右两边求导，并令 a = 0，得
∂

∂a

∣∣∣
a=0

T (a) =

(
− i
~
P · e−iPa/~

) ∣∣∣
a=0

= − i
~
P (2.266)

于是

P = i~
∂

∂a

∣∣∣
a=0

T (a) (2.267)

这就用平移算符表示了动量算符。坐标表象下的动量矩阵元可以写为

⟨x′|P |x⟩ = i~
∂

∂a

∣∣∣
a=0
⟨x′|T (a)|x⟩ = i~

∂

∂a

∣∣∣
a=0

δ(x+ a− x′)

= i~δ′(x− x′) = i~
∂

∂x′
δ(x− x′) = −i~ ∂

∂x′
δ(x′ − x) (2.268)

导出动量算符 利用平移算符可以直接推导出坐标表象下的动量算符。首先考虑下 δ 函数的导

数的意义。将 δ′(x− y)作用于任意函数 f(x)，并做分部积分，有∫
δ′(x− y)f(x)dx = 0−

∫
δ(x− y)f ′(x)dx = −f ′(y) (2.269)

其中边界项为 0，因为 δ(x− y)在边界上是为 0的。很明显，δ函数的导数作用于任意函数 f(x)

能得到该函数在特定点 y的导数 f ′(y)。

考虑动量算符 P 在坐标表象下作用于一个波函数，有

Pψ(x) = ⟨x|P |ψ⟩ =
∫
⟨x|P |x′⟩⟨x′|ψ⟩x′

= i~
∫
δ′(x′ − x)ψ(x′)dx′ = −i~ ∂

∂x′
ψ(x′)

∣∣∣
x′=x

= −i~ ∂
∂x
ψ(x) (2.270)

即坐标表象下动量算符为

P = −i~ ∂
∂x

(2.271)

2.6.8.2 转动算符

类似位置平移算符，我们也可以通过角动量算符定义转动算符。例如

Rx(ϕ) = e−iϕLx/~ (2.272)

使得本征态关于 x轴转动 ϕ角度。

2.7 力学量算符的本征值和本征函数

2.7.1 能量本征函数和本征值的性质

（1）势能改变一个常量时，粒子的能量本征波函数不发生改变，能量本征值改变同样数值。

证明：对于薛定鄂方程 − ~2

2m
∇2 + V (r⃗)

ψ = Eψ (2.273)
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令 V ′(r⃗) = V (r⃗) + C,E′ = E + C，有− ~2

2m
∇2 + V ′(r⃗)

ψ = E′ψ (2.274)

− ~2

2m
∇2 + V (r⃗)

ψ + Cψ = Eψ + Cψ (2.275)

仍为

− ~2

2m
∇2 + V (r⃗)

ψ = Eψ，即：势能 V (r⃗)改变一个常量 C本征波函数不变，能量本征值

相应的改变一个常量 C。

得证。

（2）粒子的能量是势能的平均值和动能的平均值之和。

证明：设粒子的能量是分离的，其本征方程为

Ĥ|n⟩ = En|n⟩ (2.276)

用 ⟨n|左乘能量本征方程，有
⟨n|Ĥ|n⟩ = En⟨n|n⟩ = En (2.277)

又有

⟨n|Ĥ|n⟩ = ⟨n|T̂ + V̂ |n⟩ = ⟨T̂ ⟩n + ⟨V̂ ⟩n (2.278)

即

En = ⟨T̂ ⟩n + ⟨V̂ ⟩n (2.279)

这是粒子处于能量本征态时的关系。对于更一般的粒子的态，可以由能量本征态的线性叠加来

表示，即

|ψ⟩ =
∑
n

Cn|n⟩ (2.280)

则其相应的能量、动能和势能为6

E = ⟨ψ|Ĥ|ψ⟩ =
∑
n

C∗
nCnEn (2.281)

⟨T̂ ⟩ = ⟨ψ|T̂ |ψ⟩ =
∑
n

C∗
nCn⟨T̂ ⟩n (2.282)

⟨V̂ ⟩ = ⟨ψ|V̂ |ψ⟩ =
∑
n

C∗
nCn⟨V̂ ⟩n (2.283)

又由 En = ⟨T̂ ⟩n + ⟨V̂ ⟩n式，有

E =
∑
n

C∗
nCnEn =

∑
n

C∗
nCn⟨T̂ ⟩n +

∑
n

C∗
nCn⟨V̂ ⟩n (2.284)

即

E = ⟨T̂ ⟩+ ⟨V̂ ⟩ (2.285)

得证。

（3）粒子的能量本征值的最小值要大于粒子势能的最小值。

6这里的推导就不用细说了，展开逐个利用本征函数的正交关系计算就可以了
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设粒子势能 V (r⃗)的极小值表示为 Vmin，则在能量本征态下，E = T̄ + V̄，T̄ ⩾ 0，V̄ ⩾ Vmin。
分析如下

[−
~2

2m
∇2+V (r⃗)]|ψ⟩ = E|ψ⟩ ⇒ ⟨ψ|[−

~2

2m
∇2+V (r⃗)]|ψ⟩ = ⟨ψ|E|ψ⟩ = E⟨ψ|ψ⟩ ⇒ E = T̄ + V̄

严格点应是：En = T̄n + V̄n；

T̄ ⩾ 0，动能是永远大于等于零的；

V̄ ⩾ Vmin，平均值大于最小值，这也好理解。
证明：

E = T̄ + V̄ (2.286)

因为，T̄ ⩾ 0, V̄ ⩾ Vmin，所以
Ē ⩾ Vmin (2.287)

得证。这为后来的，近似方法，变分法，提供了思路。

2.7.2 位置的本征方程

（1）在坐标 x表象下，变量为坐标 x，算符和波函数都用坐标 x表示。

坐标算符 x̂在自身表象下不发生变化，本征方程为

xδ(x− x′) = x′δ(x− x′) (2.288)

其中 x′为本征值（即一实数），δ(x− x′)为本征函数。

（2）在动量表象下

坐标算符 x̂ = i~ ∂
∂px
（用在动量表象下的形式）的本征方程为

i~
∂

∂px
ϕx′(px) = x′ϕx′(px) (2.289)

其中 x′为本征值，ϕx′(px) = 1√
2π~

e−ipxx
′ 为本征函数。

2.7.3 动量的本征方程

（1）坐标表象下，动量的本征方程为

−i~∇ψp(r⃗) = p⃗ψp(r⃗) (2.290)

解，得

ψp(r⃗) = C exp
i

~
p⃗ · r⃗ (2.291)

归一化，有∫∞
−∞

ψ∗
p(r⃗)ψp(r⃗)dτ = C2

∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞

e
i
ℏ [(px−p

′
x)x+(py−p′y)+(pz−p′z)z]dxdydz

= C2(2π~)3δ(px − p′x)δ(py − p′y)δ(pz − p′z)

= C2(2π~)3δ(p⃗− p⃗′) (2.292)

其中 ∫∞
−∞

exp

[
i

~
(px − p′x)x

]
dx = 2π~δ(px − p′x) (2.293)
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取

C = (2π~)−
3
2 (2.294)

则 ψp(r⃗)归一化为 δ函数 ∫∞
−∞

ψ∗
p(r⃗)ψp(r⃗)dτ = δ(p⃗− p⃗′) (2.295)

于是

ψp(r⃗) =
1

(2π~)
3
2

e
i
ℏ p⃗·r⃗

ψp(r⃗)不是归一化为 1，而是归一化为 δ 函数，是因为 ψp(r⃗)所属本征值 p⃗可以取任意值，动量

本征值组成连续谱。

一维的动量算符在坐标表象下的形式为

p̂x = −i~ ∂
∂x

(2.296)

其本征方程为

−i~ ∂
∂x
ϕp′x(x) = p′xϕp′x(x) (2.297)

其中 p′x为本征值，相应的本征函数为

ϕp′x(x) =
1√
2π~

e
ip′xx

ℏ (2.298)

（2）动量表象下，动量算符 px的本征方程为

pxδ(px − p′x) = p′xδ(px − p′x) (2.299)

其中 p′x为本征值，相应的本征函数为 δ(px − p′x)。

2.7.4 一维自由粒子的能量本征方程

7对于一维自由粒子，势场为 0，V (x) = 0，于是哈密顿量为

Ĥ =
p̂2x
2m

= − ~2

2m

∂2

∂x2
(2.300)

本征方程为

Hψ(x) = Eψ(x) (2.301)

于是，它的本征函数和本征值分别为

ψk(x) = e±ikx (2.302)

Ek =
p2

2m
=

~2k2

2m
(2.303)

其中 p ≡ ~k。结合时间部分，一维自由粒子的本征波函数为

ψk(x, t) = eikx−
i
ℏEkt = ei(kx−

ℏk2
2m

t) (2.304)

其中 k的取值从 −∞到∞。
现在简单讨论下一维自由粒子的波函数。固定时间变量 t，改变空间变量 x。当 k(x2−x1) =

n2π时，x2和 x1有同样的值。选择 n = 1就得到了波长的定义，即 λ = x2 − x1，于是 kλ = 2π

或者 k = 2π/λ。可见，k表示单位距离内波变化了多少度，即“波数”。固定空间变量 x，改变

7参考：David J. Tannor, Introduction to Quantum Mechanics——a time-dependent perspective
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时间 t。注意到任何波都有 eiωt的形式，同样，当 ω(t2 − t1) = n2π时，t2和 t1有同样的值。选

择 n = 1，就得到了周期的定义 T = t2 − t1。于是，ωT = 2π，表示单位时间内波变化了多少度，

即“角频率”。对于一维自由粒子，角频率是波数的函数

ωk =
~k2

2m
(2.305)

相速度 相速度的定义为

v =
ωk
k

=
~k
2m

(2.306)

改写本征波函数为

ψk(x, t) = eik(x−
ℏk
2m

t) = eik(x−vt) (2.307)

可见 x = vt，即 x− vt = 0时，波的幅度不改变。表明波幅随着时间 t增加运动到 x位置，称这

个速度 v为相速度。由于波包的动量为 p = ~k，于是相速度又可以表示为 v = p/2m，可见相速

度只是经典速度的一半。

群速度 为了得到波包的经典行为，定义群速度

vg =

〈
∂ω

∂k

〉
=

~⟨k⟩
m

=
⟨p⟩
m

(2.308)

2.8 算符的对易关系

力学量的算符表示将导致量子力学的一个重要问题，那就是算符的对易关系。在经典力学

中，所有力学量都用函数表示，它们之间都是对易的。所谓对易，就是在运算过程中可以调换顺

序。在量子力学中却不是这样的，例如，最基本的坐标算符和动量算符之间就是不对易的。这种

算符之间的不对易性，带来许多奇妙的结果，它们反映了微观世界特有的性质。

量子力学算符对易关系定义为

[Â, B̂] ≡ ÂB̂ − B̂Â (2.309)

2.8.1 常用对易恒等式

（1）对易式满足的代数恒等式，有

[Â, B̂] = −[B̂, Â] (2.310)

[Â, Â] = 0 (2.311)

[Â, c] = 0 (2.312)

[Â, B̂ + Ĉ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ] (2.313)

[Â, B̂Ĉ] = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ (2.314)

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂ (2.315)

[Â, B̂]† = [B̂†, Â†] (2.316)

[Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ[Â, B̂]] = 0 (2.317)

其中 c为常数。
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（2）设 A⃗、B⃗ 为矢量算符，F 为标量算符，有

[F, A⃗ • B⃗] = FA⃗ • B⃗ − A⃗ • B⃗F (2.318)

[F, A⃗× B⃗] = [F, A⃗]× B⃗ + A⃗× [F, B⃗] (2.319)

证明：

[F, A⃗] • B⃗ = FA⃗ • B⃗ − A⃗F • B⃗ (2.320)

A⃗ • [F, B⃗] = A⃗ • FB⃗ − A⃗ • B⃗F (2.321)

两式相加，得（2.318）式；同理可得（2.319）式。

得证。

特别说明及注意，当三个算符都是矢量算符情形，不要与以上两式混淆，不能进行类似拆

分。这将在位力定理和自旋总角动量守恒量的证明过程中有明显的体会。

例如 1：

[r⃗, p2] = p⃗[r⃗, p⃗] + [r⃗, p⃗]p⃗ (2.322)

这个将 [r⃗, p⃗] = 3i~直接代入会产生错误。

例如 2：

[⃗l, s⃗ · l⃗] = s⃗[⃗l, l⃗] + [⃗l, s⃗]⃗l (2.323)

也是不对的。

（3）设算符 A和 B 与它们的对易式 [A,B]都对易，有

[A,Bn] = nBn−1[A,B] (2.324)

[An, B] = nAn−1[A,B] (2.325)

证明：利用对易恒等式，[A,BC] = B[A,C] + [A,B]C，有

[A,Bn] =[A,BBn−1] = B[A,Bn−1] + [A,B]Bn−1 = B[A,BBn−2] + [A,B]Bn−1

=B2[A,Bn−2] +B[A,B]Bn−2 + [A,B]Bn−1

=Bn−1[A,B] +Bn−2[A,B]B + · · ·+ [A,B]Bn−1 （n个） (2.326)

由 B 与 [A,B]对易，有

[A,Bn] =Bn−1[A,B] +Bn−1[A,B] + · · ·+Bn−1[A,B] （n个）

=nBn−1[A,B] (2.327)

同理可得（2.325）式。

得证。

2.8.2 对易恒等式 1

如果 [A,B] ̸= 0，λ是实数，则有

eλAF (B)e−λA = F (eλABe−λA) (2.328)
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证明：首先考虑特殊情形

F (B) = Bn (2.329)

此时即证明

eλABne−λA =
(
eλABe−λA

)n
(2.330)

将上式展开，有

eλABe−λAeλABe−λA · · · (2.331)

考虑到

e−λAeλA = 1 (2.332)

即得证。再将 F (B)进行级数展开，有

F (B) =
∑
n

cnB
n (2.333)

于是，有

eλAF (B)e−λA =
∑
n

cne
λABne−λA (2.334)

利用（2.330）式，有∑
n

cne
λABne−λA =

∑
n

cn(e
λABe−λA)n = F (eλABe−λA) (2.335)

得证。

2.8.3 对易恒等式 2：Hadamard公式

如果 [A,B] ̸= 0，则有

eABe−A = B +
1

1!
[A,B] +

1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · · (2.336)

证明：采用参量微分法。引入参量 λ，令

F (λ) = eAλBe−Aλ (2.337)

对其按 λ泰勒展开，有

F (λ) =
∞∑
n=0

λn

n!

dnF (λ)

dλn

∣∣∣
λ=0

= F (0) + λ
dF

dλ

∣∣∣
λ=0

+
λ2

2!

d2F

dλ2

∣∣∣
λ=0

+ · · · (2.338)

可见

F (0) = B (2.339)

一阶导为
dF (λ)

dλ
= eAλABe−Aλ − eAλBAe−Aλ = AeAλBe−Aλ − eAλBe−AλA

= AF (λ)− F (λ)A = [A,F (λ)] (2.340)

于是
dF

dλ

∣∣∣
λ=0

= [A,B] (2.341)
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二阶导为
d2F

dλ2
=

d

dλ
[A,F ] =

[
A,

dF

dλ

]
= [A, [A,F ]] (2.342)

于是
d2F

dλ2

∣∣∣
λ=0

= [A, [A,B]] (2.343)

...

即

eABe−A = B +
1

1!
[A,B] +

1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · · (2.344)

得证。

2.8.4 对易恒等式 3：Baker-Campbell-Hausdorff公式

在处理指数形式算符的过程中，Baker-Campbell-Hausdorff（BCH）公式是非常有用的公式。

假设两个算符 Â和 B̂，有 [Â, B̂] = Ĉ，并且算符 Ĉ 和算符 Â、B̂ 对易，即 [Â, Ĉ] = [B̂, Ĉ] = 0。

或简写为

[Â, [Â, B̂]] = [B̂, [Â, B̂]] = 0 (2.345)

则 BCH公式为

exp
(
Âα+ B̂β

)
= exp

(
B̂β
)
exp

(
Âα
)
exp

(
βα

2
Ĉ

)
(2.346)

更一般的，有

eÂ+B̂ = eB̂eÂe[Â,B̂]/2 = eÂeB̂e−[Â,B̂]/2

= e[Â,B̂]/2eB̂eÂ = e−[Â,B̂]/2eÂeB̂ (2.347)

其中第二个等式是通过调换算符 Â和 B̂ 得到，而最后两个等式则是根据对易关系式得到。也有

写成，

eÂeB̂ = eÂ+B̂+[Â,B̂]/2 = e[Â,B̂]eB̂eÂ (2.348)

证明（一）：采用参量微分法对其证明，令

F̂ (α) = exp(Âα+ B̂β) (2.349)

为 α的函数，对其泰勒展开并求导，有
d

dα
F̂

=
d

dα

∞∑
n=0

1

n!

(
Âα+ B̂β

)n
=

∞∑
n=0

1

n!

{
Â
(
Âα+ B̂β

)n−1
+
(
Âα+ B̂β

)
Â
(
Âα+ B̂β

)n−2
+ · · ·+

(
Âα+ B̂β

)n−1
Â

}
(a)

=
∞∑
n=0

1

n!

{
n
(
Âα+ B̂β

)n−1
Â+ (n− 1)

(
Âα+ B̂β

)n−2
βĈ + (n− 2)

(
Âα+ B̂β

)n−2
βĈ+

· · ·+
(
Âα+ B̂β

)n−2
βĈ

}
(b)
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=
∞∑
n=0

1

(n− 1)!

(
Âα+ B̂β

)n−1
Â+

∞∑
n=0

1

n!

(n− 1 + 1)(n− 1)

2

(
Âα+ B̂β

)n−2
βĈ (c)

=F̂ Â+
β

2
F̂ Ĉ (2.350)

其中

(a)步算符求导，由于算符 (Âα+ B̂β)与 Â不对易，所以求导时需要逐个展开求导如：

d

dα

(
Âα+ B̂β

)3
=
d
(
Âα+ B̂β

)
dα

(
Âα+ B̂β

)2
+
(
Âα+ B̂β

) d(Âα+ B̂β
)

dα

(
Âα+ B̂β

)
+
(
Âα+ B̂β

)2 d(Âα+ B̂β
)

dα

= Â
(
Âα+ B̂β

)2
+
(
Âα+ B̂β

)
Â
(
Âα+ B̂β

)
+
(
Âα+ B̂β

)2
Â

̸= 3
d
(
Âα+ B̂β

)
dα

(
Âα+ B̂β

)2
= 3Â

(
Âα+ B̂β

)2
(2.351)

(b)步利用（2.324）式，有

[Â, (Âα+B̂β)n−1] = (n−1)(Âα+B̂β)n−2[Â, Âα+B̂β] = (n−1)(Âα+B̂β)n−2βĈ (2.352)

结合

[Â, (Âα+ B̂β)n−1] = Â(Âα+ B̂β)(n−1) − (Âα+ B̂β)n−1Â (2.353)

有

Â(Âα+ B̂β)n−1 = (Âα+ B̂β)n−1Â+ (n− 1)(Âα+ B̂β)n−2βĈ (2.354)

这就是（a）步中第一项。同理，有

Â(Âα+ B̂β)n−2 = (Âα+ B̂β)n−2Â+ (n− 2)(Âα+ B̂β)n−3βĈ (2.355)

并左乘 (Âα+ B̂β)，得

(Âα+ B̂β)Â(Âα+ B̂β)n−2 = (Âα+ B̂β)n−1Â+ (n− 2)(Âα+ B̂β)n−2βĈ (2.356)

(c)步利用了等差数列求和。

将（2.350）式两边对 α从 0到 α定积分，有

F̂ (α) = F̂ (0) exp

(
Âα+

βα

2
Ĉ

)
(2.357)

由于 F̂ (0) = exp(B̂β)，于是得到（2.346）式。

证明（二）：采用参量微分法，利用（2.336）能方便的得到证明。令

F (λ) = eλÂe−λB̂ (2.358)

对其 λ求导，有
dF (λ)

dλ
= ÂeÂλeB̂λ + eÂλBeB̂λ = ÂeÂλeB̂λ + (eÂλB̂e−Âλ)eÂλeB̂λ

= [Â+ (eÂλB̂e−Âλ)]F (λ) (2.359)

利用（2.336）式和 [Â, [Â, B̂]] = 0，有

eλÂBe−λÂ = B̂ +
1

1!
[Â, B̂]λ+

1

2!
[Â, [Â, B̂]]λ2 +

1

3!
[Â, [Â, [Â, B̂]]]λ3 + · · ·

= B̂ + [Â, B̂]λ (2.360)
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于是
dF (λ)

dλ
= (Â+ B̂ + [Â, B̂]λ)F (λ) (2.361)

即
dF

F
= (Â+ B̂ + [Â, B̂]λ)dλ (2.362)

将等式两边对 λ从 0到 λ定积分，得

lnF (λ)− ln f(0) = (Â+ B̂)λ+
1

2
[Â, B̂]λ2 (2.363)

即

F (t) = F (0)e(Â+B̂)λ+ 1
2
[Â,B̂]λ2 = e(Â+B̂)λe

1
2
[Â,B̂]λ2 (2.364)

令 λ = 1，有

eÂ+B̂ = eAeB̂e−[A,B̂]/2 (2.365)

得证。

2.8.5 基本对易式

力学量都是坐标和动量的函数，利用位置和动量间的对易关系可以得出其他力学量之间的

对易关系。所以位置和动量的对易式被称为基本对易式。位置算符和动量算符的对易关系为

[x̂α, p̂β] = xαp̂β − p̂βxα = i~δαβ (2.366)

其中 x̂α(α = 1, 2, 3) ≡ (x, y, z)，p̂β(β = 1, 2, 3) ≡ (p̂x, p̂y, p̂z)。

证明：

(1) [x, px] = xpx − pxx = i~ (2.367)

将对易关系作用波函数，有

[x, px]ψ = xpxψ − pxxψ (2.368)

考虑到动量算符 px = −ih
∂

∂x
，有

xpxψ = −i~x ∂
∂x
ψ (2.369)

pxxψ = −i~ ∂
∂x

(xψ) = −i~
(
ψ + x

∂

∂x
ψ

)
(2.370)

以上两式相加，得

(xpx − pxx)ψ = i~ψ (2.371)

(2) [x, py] = xpy − pyx = 0 (2.372)

将对易关系作用波函数，有

[x, py]ψ = xpyψ − pyxψ (2.373)
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考虑到动量算符 py = −ih
∂

∂y
，有

xpyψ = −i~x ∂
∂y
ψ (2.374)

pyxψ = −i~ ∂
∂y

(xψ) = −i~x ∂
∂y
ψ (2.375)

以上两式相加，得

(xpy − pyx)ψ = 0 (2.376)

得证。很明显的看出，x和 px是有关系的，所以它们不对易；x和 py、pz 没有关系，所以它们

是对易的，其他类似。对易关系本质是算符间作用于波函数的一种表达，所以对易关系的证明要

借助 ψ。没涉及的也不是没有借助 ψ，其实蕴含其中，用的都是 ψ的偏导，所以可以不用 ψ。

2.8.6 与位置和动量算符有关的对易关系

“∇”作用于函数，可以当成“微分”算符一样来用。要牢记的是算符是类似于微分符号之
类的东西，是要对波函数作用才有用。证明的时候，不要忘了后面有个波函数。这里分两个思路

来证明，一个是按对易式定义，一个是按对对易式满足的代数恒等式。总结如下：

[px, f(x)] = −i~
∂f(x)

∂x
(2.377)

[p⃗, F ] = −i~∇F (2.378)

[p⃗, V (r)] = −i~∇V (r) (2.379)[
p⃗,

1

r

]
= i~

r⃗

r3
(2.380)

[r⃗, F ] = i~
∂F

∂p⃗
(2.381)[

r⃗, p2
]
= 2i~p⃗ (2.382)

[r⃗ · p⃗, V (r)] = −i~r⃗ · (∇V (r)) (2.383)[
r⃗ · p⃗, p2

]
= 2i~p2 (2.384)[

p2x, f(x)
]
= −~2∂

2f(x)

∂x2
− 2i~

∂f(x)

∂x
px (2.385)[

p2, r2
]
= −~2

(
6 + 4r

∂

∂r

)
(2.386)[

p2,
1

r

]
= 2~2

1

r2
∂

∂r
(2.387)[

p2,
r⃗

r

]
= 2~2

(
r⃗

r3
+

r⃗

r2
∂

∂r
− 1

r
∇
)

(2.388)

（1）（2.377）式，动量算符与位置函数的对易关系的证明。一维情形下，动量分量算符 p̂x与

位置函数 f(x)的对易关系为

[px, f(x)] = −i~
∂f(x)

∂x

证明：

[px, f(x)]ψ = pxf(x)ψ − f(x)pxψ = −i~ ∂
∂x

(f(x)ψ) + i~f(x)
∂

∂x
ψ
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= −i~∂f(x)
∂x

ψ − i~f(x) ∂
∂x
ψ + i~f(x)

∂

∂x
ψ

= −i~∂f(x)
∂x

ψ (2.389)

得证。

（2）（2.378）式，三维情形下，动量算符 ˆ⃗p与由 ˆ⃗r、 ˆ⃗p构成的标量算符 F̂ = F (ˆ⃗r, ˆ⃗p)的对易关

系为

[p⃗, F ] = −i~∇F

注意：矢量乘标量还是得到矢量。

证明：（思路一：按对易关系的定义）

[p⃗, F ] = p⃗F − F p⃗ = (px⃗i+ py j⃗ + pzk⃗)F − F (px⃗i+ py j⃗ + pzk⃗)

= pxF i⃗+ pyF j⃗ + pzF k⃗ − Fpx⃗i− Fpy j⃗ − Fpzk⃗

= (pxF − Fpx)⃗i+ (pyF − Fpy )⃗j + (pzF − Fpz)k⃗

= −i~
(
∂F

∂x
i⃗+

∂F

∂y
j⃗ +

∂F

∂z
k⃗

)
= −i~∇F (2.390)

（思路二：利用底层对易关系）

[p⃗, F ] = [px⃗i+ py j⃗ + pzk⃗, F ] = [px⃗i, F ] + [py j⃗, F ] + [pzk⃗, F ]

= [px, F ]⃗i+ [py, F ]⃗j + [pz, F ]⃗k

= −i~
(
∂F

∂x
i⃗+

∂F

∂y
j⃗ +

∂F

∂z
k⃗

)
= −i~∇F (2.391)

得证。

（3）（2.379）式，动量算符与坐标势场的对易关系为

[p⃗, V (r)] = −i~∇V (r)

注意：矢量的函数不一定是矢量。V (r)是个标势，是个标量。电磁学中可以见到矢势。

证明：（思路一：按对易关系的定义）

[p⃗, V (r)]ψ = p⃗V (r)ψ − V (r)p⃗ψ = −i~∇[V (r)ψ] + i~V (r)∇ψ

= −i~ψ∇V (r)ψ − i~V (r)∇ψ + i~V (r)∇ψ

= −i~ψ∇V (r)ψ (2.392)

即

[p⃗, V (r)] = −i~∇V (r) (2.393)

（思路二：利用底层对易关系）由（2.378）式，[p⃗, F ] = −i~∇F，有

[p⃗, V (r)] = −i~∇V (r) (2.394)

得证。
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（4）（2.380）式 [
p⃗,

1

r

]
= i~

r⃗

r3

证明：（思路一：按对易关系的定义）[
p⃗,

1

r

]
ψ = p⃗

1

r
ψ − 1

r
p⃗ψ (2.395)

p⃗
1

r
ψ = −i~∇

(
1

r
ψ

)
= −i~

(
− 1

r2
ψ +

1

r
∇ψ
)

= i~
1

r2
ψ − i~1

r
∇ψ (2.396)

1

r
p⃗ψ = −i~1

r
∇ψ (2.397)[

p⃗,
1

r

]
ψ = i~

1

r2
ψ = i~

r⃗

r3
ψ (2.398)[

p⃗,
1

r

]
= i~

r⃗

r3
(2.399)

（思路二：利用底层对易关系）由（2.378）式，[p⃗, F ] = −i~∇F，有[
p⃗,

1

r

]
= −i~∇1

r
= i~

1

r2
∇r = i~

r⃗

r3
(2.400)

其中用到 ∇1
r = − r⃗

r3
或 ∇r = r⃗

r，相关推导见数学基础部分。

得证。

（5）（2.381）式，位置算符 ˆ⃗r与由 ˆ⃗r、 ˆ⃗p构成的标量算符 F̂ = F (ˆ⃗r, ˆ⃗p)的对易关系

[r⃗, F ] = i~
∂F

∂p⃗

证明：将 x写成 p表象的形式 x = i~ ∂
∂p，参考（2.378）的证明，同理有

[r⃗, F ] = i~
∂F

∂p⃗
(2.401)

（6）（2.382）式

[r⃗, p2] = 2i~p⃗

证明：（思路一：按对易关系的定义）

[r⃗, p2] = [r⃗, p2x + p2y + p2z] = [r⃗, p2x] + [r⃗, p2y] + [r⃗, p2z]

= [x, p2x ]⃗i+ [y, p2y ]⃗j + [z, p2z ]⃗k

= px[x, px ]⃗i+ [x, px]px⃗i+ py[y, py ]⃗j + [y, py]py j⃗ + pz[z, pz ]⃗k + [z, pz]pzk⃗

= 2i~px⃗i+ 2i~py j⃗ + 2i~pzk⃗

= 2i~p⃗ (2.402)

（思路二：利用底层对易关系）

[r⃗, p2] = [xi+ yj + zk, p2] = [x, p2 ]⃗i+ [y, p2 ]⃗j + [z, p2 ]⃗k

= 2i~px⃗i+ 2i~py j⃗ + 2i~pzk⃗

= 2i~p⃗ (2.403)

得证。

（7）（2.383）式

[r⃗ · p⃗, V (r)] = −i~r⃗ · (∇V (r))
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证明：（思路一：按对易关系的定义）

[r⃗ · p⃗, V ]ψ = r⃗ · p⃗V ψ − V r⃗ · p⃗ψ

= r⃗ · [−i~∇(V ψ)] + i~V r⃗ · ∇ψ

= r⃗ · [−i~(∇V )ψ − i~V∇ψ] + i~V r⃗ · ∇ψ

= −i~r⃗ · (∇V )ψ − i~r⃗ · V∇ψ + i~r⃗ · V∇ψ

= −i~r⃗ · (∇V )ψ (2.404)

（思路二：利用底层对易关系）

[r⃗ · p⃗, V (r)] = r⃗[p⃗, V (r)] + [r⃗, V (r)]p⃗ = r⃗[p⃗, V (r)] = −i~r⃗ · (∇V ) (2.405)

得证。

（8）（2.384）式

[r⃗ · p⃗, p2] = 2i~p2

证明：（利用底层对易关系）

[r⃗ · p⃗, p2] = r⃗ · [p⃗, p2] + [r⃗, p2] · p⃗ = [r⃗, p2] · p⃗ = 2i~p⃗ · p⃗

= 2i~p2 (2.406)

得证。

（9）（2.385）式，动量分量的平方算符 p̂x与位置函数 f(x)的对易关系

[p2x, f(x)] = −~2
∂2f(x)

∂x2
− 2i~

∂f(x)

∂x
px (2.407)

证明：（思路一：按对易关系的定义）

[p2x, f(x)]ψ = p2xf(x)ψ − f(x)p2xψ = −~2 ∂
∂x

∂

∂x
(fψ) + ~2f

∂2ψ

∂x2

= −~2 ∂
∂x

(
ψ
∂f

∂x
+ f

∂ψ

∂x

)
+ ~2f

∂2ψ

∂x2

= −~2
(
∂f

∂x

∂ψ

∂x
+ ψ

∂2f

∂x2
+
∂f

∂x

∂ψ

∂x
+ f

∂2ψ

∂x2

)
+ ~2f

∂2ψ

∂x2

= −~2ψ∂
2f

∂x2
− 2~2

∂f

∂x

∂ψ

∂x
=

[
−~2∂

2f

∂x2
− 2i~

∂f

∂x

(
−i~ ∂

∂x

)]
ψ

=

(
−~2∂

2f

∂x2
− 2i~

∂f

∂x
px

)
ψ (2.408)

（思路二：利用底层对易关系）

[p2x, f(x)]ψ = [pxpx, f(x)]ψ = px[px, f(x)]ψ + [px, f(x)]ψ

= −i~ ∂
∂x

(
−i~∂f

∂x
ψ

)
− i~∂f

∂x
pxψ

= −~2∂
2f

∂x2
+ (−i~)2∂f

∂x

∂

∂x
ψ − i~∂f

∂x
pxψ

= −~2∂
2f

∂x2
− i~∂f

∂x

(
−i~ ∂

∂x

)
ψ − i~∂f

∂x
pxψ

=

(
−~2∂

2f

∂x2
− 2i~

∂f

∂x
px

)
ψ (2.409)

得证。
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（10）（2.386）式

[p2, r2] = −~2
(
6 + 4r

∂

∂r

)
(2.410)

证明：（思路一：按对易关系的定义）

[p2, r2] = p2r2 − r2p2 (2.411)

p2r2ψ = −~2∇2(r2ψ) = −~2
[
∂2

∂r2
(r2ψ) +

2

r

∂

∂r
(r2ψ) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin

∂(r2ψ)

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂(r2ψ)

∂2φ2

]
= −~2

[
∂

∂r
(2rψ + r2

∂ψ

∂r
) +

2

r
(2rψ + r2

∂ψ

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin

∂(r2ψ)

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂(r2ψ)

∂2φ2

]
= −~2

[
2ψ + 2r

∂ψ

∂r
+ 2r

∂ψ

∂r
+ r2

∂2ψ

∂r2
+ 4ψ + 2r

∂ψ

∂r
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin

∂(r2ψ)

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂(r2ψ)

∂2φ2

]
= −~2

[
6ψ + 6r

∂ψ

∂r
+ r2

∂2ψ

∂r2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin

∂(r2ψ)

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂(r2ψ)

∂2φ2

]
(2.412)

r2p2ψ = −~2r2
(
∂2ψ

∂r2
+

2

r

∂ψ

∂r
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin

∂ψ

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂ψ

∂2φ2

)
= −~2

(
2r
∂ψ

∂r
+ r2

∂2ψ

∂r2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin

∂(r2ψ)

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂(r2ψ)

∂2φ2

)
(2.413)

于是

p2r2ψ − r2ψ2ψ = −~2
(
6ψ + 4r

∂ψ

∂r

)
= −~2

(
6 + 4r

∂

∂r

)
ψ (2.414)

即

[p2, r2] = −~2
(
6 + 4r

∂

∂r

)
(2.415)

（思路二：利用底层对易关系）

[p2, r2] = [p⃗ · p⃗, r2] = p⃗ · [p⃗, r2] + [p⃗, r2] · p⃗ (2.416)

[p⃗, r2] = −i~∇r2 = −2i~r⃗ (2.417)

其中用到 ∇r2 = 2r⃗，[p⃗, F ] = −i~∇F，参见基础数学部分。于是

[p2, r2] = −2i~(p⃗ · r⃗ + r⃗ · p⃗) (2.418)

又因为

p⃗ · r⃗ψ = −i~∇ · (r⃗ψ) = −i~(ψ∇ · r⃗ + r⃗ · ∇ψ)

= −i~
(
3ψ + r

∂ψ

∂r

)
=

(
−3i~− i~r ∂

∂r

)
ψ (2.419)

r⃗ · p⃗ψ = −i~r⃗ · ∇ψ = −i~r∂ψ
∂r

(2.420)

其中用到 ∇ · r⃗ = 3，r⃗ · ∇ = r ∂∂r，参考基础数学部分。于是，有

[p2, r2] = −2i~
(
−3i~− 2i~r

∂

∂r

)
= −~2

(
6 + 4r

∂

∂r

)
(2.421)

得证。

（11）（2.387）式 [
p2,

1

r

]
= 2~2

1

r2
∂

∂r
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证明：

[p2,
1

r
] = p⃗ · [p⃗, 1

r
] + [p⃗,

1

r
] · p⃗ = i~p⃗ · r⃗

r3
+ i~

r⃗

r3
· p⃗ (2.422)

p⃗ · r⃗
r3
ψ = −i~∇ · ( ψ

r3
r⃗) = −i~(∇ ψ

r3
· r⃗ + ψ

r3
∇ · r⃗) (2.423)

∇ ψ
r3

=
r3∇ψ − ψ∇r3

r6
=
r3∇ψ − 3ψr2∇r

r6
=
r3∇ψ − 3ψr2 r⃗r

r6
(2.424)

∇ ψ
r3
· r⃗ =

r4 ∂ψ∂r − 3ψr3

r6
=

1

r2
∂ψ

∂r
− 3

r3
ψ (2.425)

p⃗ · r⃗
r3
ψ = −i~( 1

r2
∂ψ

∂r
− 3

r3
ψ +

3

r3
ψ) = −i~ 1

r2
∂ψ

∂r
(2.426)

i~p⃗ · r⃗
r3
ψ = ~2

1

r2
∂ψ

∂r
(2.427)

i~
r⃗

r3
· p⃗ψ = ~2

1

r3
r
∂ψ

∂r
= ~2

1

r2
∂ψ

∂r
(2.428)

[p2,
1

r
] = 2~2

1

r2
∂

∂r
(2.429)

其中利用（2.380）式，[p⃗, 1r ] = i~ r⃗
r3
。

得证。

（12）（2.388）式 [
p2,

r⃗

r

]
= 2~2

(
r⃗

r3
+

r⃗

r2
∂

∂r
− 1

r
∇
)

证明：思路一： [
p2,

r⃗

r

]
=

1

r

[
p2, r⃗

]
+

[
p2,

1

r

]
r⃗ (2.430)

由（2.382）式，[r⃗, p2] = 2i~p⃗，有
1

r
[p2, r⃗]ψ = −2i~1

r
p⃗ψ = −2~2 1

r
∇ψ (2.431)

再根据（2.387）式，有[
p2,

1

r

]
r⃗ψ = 2~2

1

r2
∂

∂r
(r⃗ψ) = 2~2

1

r2

(
e⃗rψ + r⃗

∂ψ

∂r

)
= 2~2

r⃗

r3
+ 2~2

r⃗

r2
∂ψ

∂r
(2.432)

于是，有 [
p2,

r⃗

r

]
ψ = 2~2

(
r⃗

r3
+

r⃗

r2
∂

∂r
− 1

r
∇
)
ψ (2.433)

思路二： [
p2,

r⃗

r

]
=
[
p2, r⃗

] 1
r
+ r⃗

[
p2,

1

r

]
(2.434)

由（2.382）式，[r⃗, p2] = 2i~p⃗，有[
p2, r⃗

] 1
r
ψ = −2~2∇

(
ψ

r

)
= −2~2 r∇ψ − ψ∇r

r2
= 2~2

(
r⃗

r3
ψ − 1

r
∇ψ
)

(2.435)

再根据（2.387）式，有

r⃗

[
p2,

1

r

]
ψ = 2~2

r⃗

r2
∂

∂r
ψ (2.436)

于是，有 [
p2,

r⃗

r

]
ψ = 2~2

(
r⃗

r3
+

r⃗

r2
∂

∂r
− 1

r
∇
)
ψ (2.437)

得证。
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2.8.7 算符对易的物理意义

从算符之间的对易关系可以看出，这种关系可以分成两类：一类是相互对易的，一类是不对

易的。现在来分析算符对易的物理意义。

定理：如果两个算符 A和 B有一组共同的本征矢 |n⟩，且它们构成完备集 {|n⟩}，则算符 A

和 B 对易。

证明：设算符 A和 B 有共同的本征矢 |n⟩，则它们的本征方程可以写为

A|n⟩ = an|n⟩ B|n⟩ = bn|n⟩ (2.438)

其中，an和 bn依次是 A和 B 的本征值。我们将任意态 |Ψ⟩按照 {|n⟩}展开，得到

|Ψ⟩ =
∑
n

|n⟩⟨n|Ψ⟩ =
∑
n

⟨n|Ψ⟩|n⟩ =
∑
n

cn|n⟩ (cn = ⟨n|Ψ⟩) (2.439)

然后分别用算符 AB 和 BA作用于上式，得到

AB|Ψ⟩ =
∑
n

cnanbn|n⟩ BA|Ψ⟩ =
∑
n

cnbnan|n⟩ (2.440)

上二式右边相等，于是 AB|Ψ⟩ = BA|Ψ⟩。由于 |Ψ⟩是任意态，所以

AB −BA = [A,B] = 0 (2.441)

即算符 A和 B 对易。

逆定理：如果两个算符 A和 B 对易，则它们有共同的本征矢。

证明：设算符 A的本征方程为

A|n⟩ = an|n⟩ (2.442)

用算符 B 作用于上式两边，得到

BA|n⟩ = Ban|n⟩ = anB|n⟩ (2.443)

由于 A和 B 对易，上式可以改写为

AB|n⟩ = anB|n⟩ (2.444)

上式表明，态 B|n⟩是算符 A的本征态，且本征值也为 an。故 B|n⟩和 |n⟩描述的是同一量子态，
这样它们之间只能相差一个常数，用 bn表示，即

B|n⟩ = bn|n⟩ (2.445)

这表示 |n⟩也是算符 B 的本征矢。

上述定理及逆定理可以推广到两个算符以上的情况中去。即如果一组算符有共同的本征矢，

而且这些本征矢构成完备集，则这组算符中的任意两个相互对易。这个定理的逆定理也成立。

现在进一步考察算符对易的物理意义。两个算符 Â和 B̂ 对易时，它们有共同的本征函数集

{|n⟩}，这样在本征态 |n⟩中，力学量 A和 B同时有确定值 ⟨n|Â|n⟩ = an和 ⟨n|B̂|n⟩ = bn，即力

学量 A和 B 能被同时测定。

例如，类氢离子的本征函数 ψnlm是哈密顿算符 Ĥ、角动量平方算符 L̂2和角动量算符 L̂z 共

同的本征函数。这样在状态 ψnlm中，相应的力学量同时有确定值 En、l(l+1)~2和m~，即体系

的能量、角动量平方和角动量能被同时测定。
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2.9 不确定性原理

现在来考查两个算符不对易的情况。在上述讨论中得知，如果算符 Â和 B̂ 是不对易的，则

它们不具有共同的本征函数。这样在 Â的本征态中，力学量 B不具有确定值；同样在 B̂的本征

态中，力学量 A不具有确定值。那么在同一个量子态 |Ψ⟩中，两个不对易算符所表示的力学量
有怎样的不确定行为？本节的重点就是要对这种不确定性进行公式化描述，建立一个描述力学

量不确定行为的关系式，这就是所谓海森堡“测不准关系”。它在理论层面上被称为海森堡“测

不准原理”——一个揭示微观世界不确定性本质的物理学原理。

2.9.1 多种推导

2.9.1.1 一般性推导

在物理学发展中，揭示自然界运动规律的关系式都是确定性的，它们都是含有“=”（等号）

的方程式。例如，牛顿第二定律方程，麦克斯韦电磁场和电磁波方程，爱因斯坦引力场方程，量

子力学薛定鄂方程等。而对于微观世界不确定性的描述，将创造出一个与众不同的含有“⩾”（不
等号）的关系式，这就是量子力学的测不准关系。下面我们首先介绍测不准关系的一般推导方

法。

设厄米算符 A和 B 的对易关系为

AB −BA = iC (2.446)

这里，C 是一个算符或常数。算符 A和 B 在一个量子态 |Ψ⟩中的期待值分别为

⟨A⟩ = ⟨Ψ|A|Ψ⟩ ⟨B⟩ = ⟨Ψ|B|Ψ⟩ (2.447)

定义“偏差算符”：

δA ≡ A− ⟨A⟩ δB ≡ B − ⟨B⟩ (2.448)

这两个算符的对易关系与 [A,B]相同。

证明：

[δA, δB] = δAδB − δBδA

= (A− ⟨A⟩)(B − ⟨B⟩)− (B − ⟨B⟩)(A− ⟨A⟩)

= (AB − ⟨A⟩B −A⟨B⟩+ ⟨A⟩⟨B⟩)− (BA− ⟨B⟩A−B⟨A⟩+ ⟨B⟩⟨A⟩)

= AB −BA = [A,B] = iC

得证。

现在考虑积分

I(β) =

∫
|(βδA− iδB)Ψ|2dτ ⩾ 0 (2.449)

式中，β是一个实参数，积分区域是变量变化的整个空间。因为被积函数是绝对值的平方，所以

积分 I(β)为非负值。将积分中的平方项展开，我们有

I(β) =

∫
|(βδA− iδB)Ψ|2dτ

=

∫
Ψ∗
[
β(δA)† + i(δB)†

]
(βδA− iδB)Ψdτ
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=

∫
Ψ∗(βδA+ iδB)(βδA− iδB)Ψdτ

= β2
∫
Ψ∗(δA)2Ψdτ − iβ

∫
Ψ∗(δAδB − δBδA)Ψdτ +

∫
ψ∗(δB)2Ψdτ

= β2⟨Ψ|(δA)2|Ψ⟩+ β⟨Ψ|C|Ψ⟩+ ⟨Ψ|(δB)2|Ψ⟩

= β2⟨(δA)2⟩+ β⟨C⟩+ ⟨(δB)2⟩

这是一个关于 β 的二次三项式。其中，δA 和 δB 是厄米的，(δA) = (δA)†，(δB) = (δB)†；

δAδB − δBδA = iC；⟨C⟩ = ⟨Ψ|C|Ψ⟩。

于是根据（2.449）式，有

β2⟨(δA)2⟩+ β⟨C⟩+ ⟨(δB)2⟩ ⩾ 0 (2.450)

以上不等式成立的条件是系数满足关系式 ⟨C⟩2 − 4⟨(δA)2⟩⟨(δB)2⟩ ⩽ 0，即

⟨(δA)2⟩⟨(δB)2⟩ ⩾ ⟨C⟩
2

4
(2.451)

这是基于偏差算符 δA和 δB 所得到的测不准关系，还可以进一步被简化。

考查算符 (δA)2在态 |Ψ⟩中的期待值

⟨(δA)2⟩ = ⟨(A− ⟨A⟩)2⟩ = ⟨A2 − 2A⟨A⟩+ ⟨A⟩2⟩ = ⟨A2⟩ − ⟨A⟩2 (2.452)

因为 ⟨(δA)2⟩ ⩾ 0，我们可以引入

∆A ≡
√
⟨A2⟩ − ⟨A⟩2, ∆B ≡

√
⟨B2⟩ − ⟨B⟩2 (2.453)

则

(∆A)2 = ⟨A2⟩ − ⟨A⟩2, (∆B)2 = ⟨B2⟩ − ⟨B⟩2 (2.454)

注意，虽然 ⟨(δA)2⟩ = (∆A)2，但是前者是算符期待值的形式而后者是一个非负数（它的平方根

形式 ∆A可直接写出）。于是，有

∆A∆B ⩾ ⟨C⟩
2

(2.455)

这就是厄米算符 A 和 B 所满足的测不准关系，它是一种标准、简洁的形式，由德国海森堡在

1927年创立。

测不准关系表明，由于算符 A和 B 不对易，它们所表示的力学量在同一个量子态 |Ψ⟩中不
能同时被测定。而力学量的不确定行为表现为不确定度 ∆A和 ∆B 的乘积不能小于正数 ⟨C⟩/2。
这意味着，如果力学量 A的不确定度 ∆A越大，则力学量 B 的不确定度 ∆B 越小，反之亦然。

不确定关系中相应于等号的量子态具有最小不确定度乘积 ∆A∆B = ⟨C⟩/2，称为“最小测不准
态”。在经典物理学中力学量用函数表示，任意两个力学量之间都是对易的，即 C = 0。因此

∆A∆B = ⟨C⟩/2所描述的最小测不准态是最接近经典行为 C = 0的量子态。

坐标和动量的测不准关系 将测不准关系应用于坐标和动量，即A = x，B = p，由于 [x, p] = i~，

有 C = ~，于是

∆x∆p ⩾ ~
2

(2.456)

这就是坐标与动量这一对共轭量所满足的测不准关系。坐标的不确定范围∆x越小，则相应的动

量的不确定范围 ∆p越大。∆x与 ∆p不能同时为零，当一个为零时，另一个必须为无穷大。
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角动量分量的测不准关系 由角动量分量对易关系，有

∆Lx∆Ly ⩾
~
2
⟨Lz⟩, ∆Ly∆Lz ⩾

~
2
⟨Lx⟩, ∆Lz∆Lx ⩾

~
2
⟨Ly⟩ (2.457)

这意味着，如果角动量的一个分量有确定值，则另外两个分量都没有确定值。如 Lz 有确定值，

则 Lx和 Ly 都没有确定值。试想其中的一个（如 Lx）也有确定值，那么 Lz 和 Lx之间就是对易

的，这就产生了矛盾。简单说，一个微观粒子没有一个确定的角动量，而只有一个确定的分量。

因此，Lz 可以直接被称为角动量，而不必称为角动量的 z分量。因为如果有了确定的角动量 Lz，

就谈不上确定的角动量 Lx 和 Ly。而动量的情况与角动量不同，px、py、pz 之间是相互对易的，

因此一个微观粒子可以有一个确定的动量矢量。

2.9.1.2 矢量模型推导

本节用矢量模型推导测不准关系。为此首先证明施瓦茨不等式（Schwarz inequality）：

若 |ψ⟩和 |ϕ⟩是任意两个态矢量（均未归一化），则

|⟨ψ|ϕ⟩|2 ⩽ ⟨ψ|ψ⟩⟨ϕ|ϕ⟩ (2.458)

式中，等号对应于 ψ = ϕ。

证明：令 ⟨ψ|ψ⟩ = a(a > 0)，⟨ϕ|ϕ⟩ = b(b > 0)，⟨ψ|ϕ⟩ = c（一般为复数），并引入量子态

|β⟩ = |ϕ⟩ − c

a
|ψ⟩

有 ⟨β|β⟩ ⩾ 0，这里等号对应于 ψ = ϕ。而

⟨β|β⟩ =
(
⟨ϕ| − c∗

a
⟨ψ|
)(
|ϕ⟩ − c

a
|ψ⟩
)

= ⟨ϕ|ϕ⟩ − c∗

a
⟨ψ|ϕ⟩ − c

a
⟨ϕ|ψ⟩+ |c|

2

a2
⟨ψ|ψ⟩

= b− c∗c

a
− cc∗

a
+
|c|2

a2
a

= b− |c|
2

a

于是，有

|c|2 ⩽ ab

即

|⟨ψ|ϕ⟩|2 ⩽ ⟨ψ|ψ⟩⟨ϕ|ϕ⟩

得证。

设厄米算符 A 和 B 的对易关系为 [A,B] = iC，现在利用施瓦茨不等式来推导测不准关系

∆A∆B ⩾ ⟨C⟩
2 。用算符 A+ iλB（λ是任意实数）作用于任意态矢量 |ψ⟩，给出另一个态矢量 ϕ：

|ϕ⟩ = (A+ iλB)|ψ⟩ (2.459)

它向态矢量 ⟨ψ|投影，得到

⟨ψ|ϕ⟩ = ⟨ψ|(A+ iλB)|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩+ iλ⟨ψ|B|ψ⟩ = ⟨A⟩+ iλ⟨B⟩ (2.460)
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两边取绝对值的平方，有

|⟨ψ|ϕ⟩|2 = (⟨A⟩+ iλ⟨B⟩)(⟨A⟩ − iλ⟨B⟩) = ⟨A⟩2 + λ2⟨B⟩2 (2.461)

另一方面，|ϕ⟩的复共轭为 ⟨ϕ| = ⟨ψ|(A† − iλB†)，它与 |ϕ⟩的�积为

⟨ϕ|ϕ⟩ = ⟨ψ|(A† − iλB†)(A+ iλB)|ψ⟩ (2.462)

因为 A和 B 均为厄米算符，A† = A，B† = B，并利用对易关系 [A,B] = iC，有

⟨ϕ|ϕ⟩ = ⟨ψ|(A− iλB)(A+ iλB)|ψ⟩

= ⟨ψ|A2|ψ⟩+ λ2⟨ψ|B2|ψ⟩+ iλ⟨ψ|AB −BA|ψ⟩

= ⟨A2⟩+ λ2⟨B2⟩ − λ⟨C⟩ (2.463)

以上平均值都是在 ψ态中计算的。将 ⟨ϕ|ϕ⟩和 ⟨ψ|ϕ⟩代入施瓦茨不等式，有

⟨ψ|ψ⟩(⟨A2⟩+ λ2⟨B2⟩ − λ⟨C⟩) ⩾ ⟨A⟩2 + λ2⟨B⟩2 (2.464)

现在不失一般性地取 |ψ⟩为归一化态矢量，即 ⟨ψ|ψ⟩ = 1，则有

⟨A2⟩ − ⟨A⟩2 + λ2(⟨B2⟩ − ⟨B⟩2) ⩾ λ⟨C⟩ (2.465)

令

(∆A)2 = ⟨A2⟩ − ⟨A⟩2 (∆B)2 = ⟨B2⟩ − ⟨B⟩2 (2.466)

有

(∆A)2 + λ2(∆B)2 ⩾ λ⟨C⟩ (2.467)

由于 λ为任意实数，取 λ = ∆A/∆B，得

∆A∆B ⩾ ⟨C⟩
2

(2.468)

这就是厄米算符 A和 B 的测不准关系。

当测不准关系取等号时，对应于 ψ = ϕ，由（2.459），有

(A+ iλB)|ψ⟩ = |ψ⟩ (2.469)

现在 |ψ⟩是一个最小测不准态，上式显示它是算符 A+ iλB的本征态。显然，A+ iλB是一个非

厄米算符，这类算符的一个典型例子是湮灭算符，而湮灭算符的本征态证实一个最小的测不准

态（见相关章节）。

2.9.1.3 傅里叶变换推导

本节将对于任意波函数 f(x)推导出坐标和动量的测不准关系。推导的基础是傅里叶变换理

论和 Plancherel定理以及施瓦茨不等式的积分形式。

施瓦茨不等式的积分形式为∣∣∣∣∫+∞

−∞
f(x)∗g(x)dx

∣∣∣∣2 ⩽ [∫+∞

−∞
|f(x)|2dx

] [∫+∞

−∞
|g(x)|2dx

]
(2.470)

设 f(x)为任意波函数，对
∫+∞
−∞ xf∗(x)f ′(x)dx作分部积分，有∫+∞

−∞
xf∗(x)f ′(x)dx =

∫+∞

−∞
xf∗(x)d[f(x)]
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=
[
x|f(x)|2

]+∞
−∞ −

∫+∞

−∞
f(x)d[xf∗(x)]

= −
∫+∞

−∞

[
|f(x)|2 + xf(x)

df∗(x)

dx

]
dx

其中用到波函数的有限性，即，当 x→ ±∞时，f(x)→ 0。

不失一般性地取 f(x)为归一化波函数，则

1 =

∫+∞

−∞
|f(x)|2dx = −

∫+∞

−∞

[
xf∗(x)

df(x)

dx
+ xf(x)

df∗(x)

dx

]
dx (2.471)

式中，右边的被积函数具有 z + z∗的形式，这里 z = xf∗(x)f ′(x)。利用 z + z∗ = 2Re(z)，得

1 = −2
∫+∞

−∞
Re
[
xf∗(x)f ′(x)

]
dx (2.472)

对上式两边平方，并注意到 Re(z) ⩽ |z|，再利用施瓦茨不等式积分形式，有

1 = 4

{∫+∞

−∞
Re
[
xf∗(x)f ′(x)

]
dx

}2

⩽ 4

[∫+∞

−∞

∣∣xf∗(x)f ′(x)∣∣ dx]2
= 4

[∫+∞

−∞
x2|f(x)|2dx

] [∫+∞

−∞
|f ′(x)|2dx

]
= 4⟨x2⟩

[∫∞
−∞
|f ′(x)|2dx

]
(2.473)

利用导数 f ′(x)的傅里叶变换∫+∞

−∞
f ′(x) exp(−iωx)dx = iωF (ω) (2.474)

其中 F (ω)是 f(x)的傅里叶变换。这公式怎么来的？

并利用

c(p) =
1√
2π~

∫+∞

−∞
exp

(
− i
~
px

)
f(x)dx =

1√
2π~

F (ω) (2.475)

有 ∫+∞

−∞
|f ′(x)|2dx =

1

2π

∫+∞

−∞
ω2|F (ω)|2dω =

1

~2

∫+∞

−∞
p2|c(p)|2dp = 1

~2
⟨p2⟩ (2.476)

代入（2.473）式，得

⟨x2⟩⟨p2⟩ ⩾ ~2

4
(2.477)

另外由于 |f(x)|2和 |c(p)|2均为偶数，则 ⟨x⟩ = 0，⟨p⟩ = 0，于是给出测不准关系式

∆x∆p ⩾ ~
2

(2.478)

2.9.2 测不准原理的应用

参见相关章节，参见顾樵的《量子力学 II》。

2.9.3 能量—时间测不准关系

2.9.3.1 一个简单的推导方法

设一个自由粒子波包以速度 v沿 x方向传播。它通过一个空间点 A持续的时间为

∆t =
∆x

v
=
m

p
∆x (2.479)

xuanleng.me@gmail.com 108 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me

其中，∆x是自由粒子波包的宽度。

另一方面，自由粒子能量—动量关系为

E =
p2

2m
(2.480)

对上式两边取变化量（即不确定度）8，得到

∆E =
1

2m
· 2p∆p = p

m
∆p (2.481)

结合（2.479）式和（2.481）式，得

∆E∆t = ∆x∆p (2.482)

利用坐标—动量的测不准关系 ∆x∆p ⩾ ~
2，得

∆E∆t ⩾ ~
2

(2.483)

即得到能量—时间的测不准关系。从上述推导过程说明，能量—时间测不准关系是坐标—动量

测不准关系的推论。

2.9.3.2 作为一般性测不准关系的推论

从坐标—动量测不准关系推导出能量—时间测不准关系毕竟是特例，这里将直接从测不准

关系的一般性表达式推导出能量—时间测不准关系。

将一般性测不准关系表达式∆A∆B ⩾ ⟨C⟩
2 改写为

(∆A)2(∆B)2 ⩾
{

1

2i
⟨[A,B]⟩

}2

(2.484)

并注意到海森堡运动方程
d⟨F̂ ⟩
dt

=
i

~
⟨[Ĥ, F̂ ]⟩ (2.485)

其中算符 F̂ 不显含时间。将（2.484）式中的任意算符 A和 B分别取为（2.485）中的两个算符，

即 A = Ĥ，B = F̂，则有

(∆Ĥ)2(∆F̂ )2 ⩾
{

1

2i
⟨[Ĥ, F̂ ]⟩

}2

(2.486)

其中

∆Ĥ =

√
⟨Ĥ2⟩ − ⟨Ĥ⟩2 ∆F̂ =

√
⟨F̂ 2⟩ − ⟨F̂ ⟩2 (2.487)

结合（2.486）式和（2.485）得

(∆Ĥ)2(∆F̂ )2 ⩾
(
~
2

)2
(
d⟨F̂ ⟩
dt

)2

(2.488)

这样

∆Ĥ∆F̂ ⩾ ~
2

∣∣∣∣∣d⟨F̂ ⟩dt

∣∣∣∣∣ (2.489)

由于 ∆Ĥ 表示体系能量的不确定范围，因此可以写为∆Ĥ = ∆E。另一方面

∆F̂

|d⟨F̂ ⟩/dt|
≈ ∆F̂

|∆⟨F̂ ⟩/∆t|
=

∆F̂

|∆⟨F̂ ⟩|
∆t ∼ ∆t (2.490)

8类似两边求导
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于是，有

∆E∆t ⩾ ~
2

(2.491)

这就是能量—时间测不准关系。从推导过程可以看出，它是一般测不准关系的推论。

2.9.3.3 从相对论推导测不准关系

按相对论考查一个运动中的粒子，它的能量与动量的关系为

E2 = c2p2 +m2
0c

4 (2.492)

上式两边取变化量（即不确定度），由于粒子的静止质量m0和光速 c均为常数，有

2E∆E = 2c2p∆p =⇒ ∆E =
c2p

E
∆p (2.493)

粒子在∆t时间内的坐标变化量为

∆x = v∆t =
p

m
∆t (2.494)

即

∆t =
m

p
∆x (2.495)

将（2.493）式和（2.495）式相乘，并利用相对能量—质量关系 E = mc2，得

∆E∆t =
c2p

E

m

p
∆x∆p = ∆x∆P ⩾ ~

2
(2.496)

我们再次看到，能量—时间测不准关系是坐标—动量测不准关系的推论。

2.10 守恒量

守恒量定义：与时间无关的力学量 A与体系的哈密顿量 H 对易，即

[A,H] = 0

称 A为守恒量。守恒量，顾名思义，不改变，与时间无关9，至于具体什么与时间无关，参见下

面关于守恒量的讨论。

2.10.1 守恒量的性质

（1）守恒量 A的平均值 ⟨A⟩不随时间改变，即，
d⟨A⟩
dt

= 0。

证明：

由埃伦费斯特定理
d⟨A⟩
dt

=
1

i~
⟨[A,H]⟩可以得到。

得证。

（2）在任意态 ψ(t)下守恒量 A的测量值的概率分布不随时间改变。

证明：

9任何改变都是在时间的参与下的吧
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选择包括 H 和 A在内的一组力学量完全集（守恒量完全集），其共同本征态记为 ϕk （k是

一组完备的量子数的简记），即

Hϕk = Ekϕk Aϕk = Akϕk

体系的任何一态 ψ(t)均可用 ϕk 展开，有

ψ(t) =
∑
k

ak(t)ϕk, ak(t) = ⟨ϕk|ψ(t)⟩

在 ψ(t)态下，在 t时刻测量 A得 Ak 的概率为 |ak(t)|2，而
d|ak(t)|2

dt
=

(
da∗k
dt

)
ak +复共轭项 =

〈
∂ψ(t)

∂t

∣∣∣ϕk〉 ⟨ϕk|ψ(t)⟩+复共轭项
=

〈
H

i~
ψ(t)

∣∣∣ϕk〉 ⟨ϕk|ψ(t)⟩+复共轭项
= − 1

i~
⟨ψ(t)|Hϕk⟩⟨ϕk|ψ(t)⟩+复共轭项

= −Ek
i~
|⟨ψ(t)|ϕk⟩|2 +复共轭项 = 0

得证。

2.10.2 能级简并与守恒量的关系

参见：曾谨言卷一

守恒量的应用极为广泛，在处理能量本征值问题，量子态随时间变化，量子跃迁以及散射等

问题中都很重要。守恒量在能量本征值问题中的应用，关键是涉及能级简并，其中包括：（1）能

级是否简并？（2）在能级简并的情况下，如何标记各简并态。

定理：设体系有两个彼此不对易的守恒量 F 和G，即 [F,H] = 0，[G,H] = 0，但 [F,G] ̸= 0，

则体系能级一般是简并的。

证法一：由于 [F,H] = 0，F 与 H 可以有共同本征态 ψ，设

Hψ = Eψ, Fψ = F ′ψ

考虑到 [G,H] = 0，有HGψ = GHψ = GEψ = EGψ，即 Gψ也是H 的本征态，对应于能量本

征值 E。

但Gψ与 ψ是否是同一个量子态？考虑到 [F,G] ̸= 0，一般说来10，FGψ ̸= GFψ = GF ′ψ =

F ′Gψ，即 Gψ不是 F 的本征态。但 ψ是 F 本征态，因此 Gψ与 ψ不是同一个量子态。但它们

又都是 H 的本征值为 E 的本征态，因此能级是简并的。

证法二：

设 Hψn = Enψn，ψn是包含 H 在内的一组守恒量完全集的共同本征态。

利用 [F,H] = 0，可知 HFψn = FHψn = EnFψn，即 Fψn 也是 H 的本征态，对应本征值

En。同理，Gψn也是 H 本征态，对应本征值也是 En。

如能级 En 不简并，则 ψn，Fψn 和 Gψn 表示同一个量子态，因此 Fψn 和 Gψn 与 ψn 只能

10例外的是对于特殊的态 ψ，满足 [F,G]ψ = 0。对于 [F,G] =常数 ̸= 0的情况，这绝不会发生。但如 [F,G] = K(算符)，
则有可能存在某个特殊的态 ψ，使 [F,G]ψ = Kψ = 0。例如 l⃗的三个分量 lx、ly、lz不对易，而在中心力场情况下，它
们又都是守恒量，所以能级一般是简并的。但对于 s态（l = 0），lx、ly、lz 都是取确定值 0，lxψs = lyψs = lzψs = 0，
即 [lx, lz]ψs = [ly, lz]ψs = [lz, lx]ψs = 0。
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差一个常数因子，即 Fψn = Fnψn，Gψn = Gnψn，Fn和 Gn为常数。这样

(FG−GF )ψn = (FnGn −GnFn)ψn = 0

设 ψ为体系的任一量子态，它总可以展开成

ψ =
∑
n

anψn

设所有 En能级都不简并，则

(FG−GF )ψ =
∑
n

an(FG−GF )ψn = 0

但 ψ是任意的，因此 [F,G] = 0。这与定理的假设 [F,G] ̸= 0矛盾。所以不可能所有能级都不简

并，即至少有一些能级是简并的。实际上可以说，体系的能级一般是简并的，个别能级可能不简

并。

推论 1如果体系有一个守恒量 F，而体系的某条能级 E 不简并，即对应于该能量本征值 E

只有一个本征态 ψE，则 ψE 必为 F 的本征态。因为

HFψE
= FHψE = FEψE = EFψE

即 FψE 也是H 的本征值为 E的本征态。但按假定，能级 E无简并，所以 FψE 与 ψE 只能是同

一个量子态，因此它们最多可以相差一个常数因子，记为 F ′，即 FψE
= F ′

ψE
，所以 ψE 是 F 的

本征态（F ′即本征值）。

例如一维谐振子 V (x) = 1
2mω

2x2 中的粒子的能级是不简并的，而空间反射 P 为守恒量，

[P,H] = 0，所以能量本征态必为 P 的本征态，即有确定宇称。事实上，谐振子能量本征态 ψn(x)

满足 Pψn(x) = ψn(−x) = (−1)nψn(x)，宇称为 (−1)n。

推论 2在定理中，如 [F,G] = C常数，则体系所有能级都简并，而且简并都为无穷大。

首先，设能级 En 不简并，证 2中已证明 [F,G]ψn = 0，但 Cψn ̸= 0，矛盾，所以不可能出

现不简并的能级，即所有能级都简并。

其次，设能级 En 的简并度为 fn(fn > 1)，本征态记为 ψnν , ν = 1, 2, · · · , fn，则在此 fn 维

态空间中求迹，

tr(FG) =

fn∑
ν=1

⟨ψnν |FG|ψnν⟩ =
fn∑

ν,µ=1

⟨ψnν |F |ψnµ⟩⟨ψnµ|G|ψnν⟩

tr(GF ) =

fn∑
ν=1

⟨ψnν |GF |ψnν⟩ =
fn∑

ν,µ=1

⟨ψnν |G|ψnµ⟩⟨ψnµ|F |ψnν⟩

它们都是两个矩阵乘积的求迹。如 fn为有限，则求迹与两个矩阵乘积的次序无关，即 tr(FG) =

tr(GF )，因而 tr([F,G]) ≡ trC = 0。但 trC =
∑fn

ν=1⟨ψnν |C|ψnν⟩ = C
∑fn

ν=1⟨ψnν |ψnν⟩ = Cfn ̸= 0，

矛盾。所以 fn不能取有限值，即能级必为∞度简并。

2.10.3 一些体系的守恒量

（1）设体系 H 不显含 t，则 [H,H] = 0。所以 H 为守恒量，即能量守恒。

（2）自由粒子，H = p2/2m。[p⃗, H] = 0。所以 p⃗为守恒量。[⃗l,H] = 0，即角动量 l⃗也是守恒

量。

（3）中心力场中的粒子，H = p2/2m+ V (r)。[⃗l, p⃗2] = 0，[⃗l, V (r)] = 0，因而 [⃗l,H] = 0。所
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以 l⃗为守恒量。但是 [p⃗, V (r)] ̸= 0，动量 p⃗并不守恒。

2.10.4 定态与守恒量的比较

定态：

（1）定态是体系的一种特殊状态，即能量本征态。

（2）在定态下，一切力学量（与时间 t无关，但不管是否是守恒量）的平均值和测量值的概

率分布都不随时间改变（被称为定态的理由）。

守恒量：

（1）守恒量是体系的一种特殊的力学量，它与体系的哈密顿量对易。

（2）守恒量在一切状态下（不管是否是定态）的平均值和测量值的概率分布都不随时间改变

（被称为守恒量的理由）。

由此断定，只当一个量子体系不处于定态，而且所讨论的力学量又不是体系的守恒量，才需

要研究该力学量的平均值和概率分布如何随时间改变。

2.11 量子力学的基本假定

11量子力学描述的是微观系统的组成、相互作用及其运动规律。这里系统的总结下量子理论

赖以建立的几个基本假设（基本原理），需要注意的是这些假设不能由宏观世界的物理定律导出，

它们是由和微观现象直接相关的实验来建立和检验的。12

（1）量子系统的状态 量子系统的状态由一个波函数完全描述，从这个波函数可以得出系

统的所有性质。波函数一般应满足连续性、有限性和单值性三个条件。

（2）物理量和算符 量子系统的物理量用厄米算符表示。如果在经典力学中有相应的力学

量，则在量子力学中表示这个力学量的算符，是由经典表示式中将动量 p⃗ 转换为算符 −i~∇ 得
出。表示力学量的算符有组成完全系的本征函数。

（3）算符和测量的关系 将系统的波函数 Ψ 用算符 F̂ 的本征函数 ϕ 展开（F̂ ϕn = λnϕn，

F̂ ϕλ = λϕλ）：

Ψ =
∑
n

cnϕn +

∫
cλϕλdλ (2.497)

则在Ψ态中测量力学量 F 得到的结果为 λn的概率是 |cn|2，得到结果在 λ→ λ+ dλ范围内的概

率是 |cλ|2dλ。

需要注意的是，波函数的统计诠释已经包含在这条假定之中。例如，坐标 r⃗的本征方程是

r⃗δ(r⃗ − r⃗′) = r⃗′δ(r⃗ − r⃗′) (2.498)

将 Ψ按 r⃗的本征函数展开，得

Ψ(r⃗) =

∫
cr⃗′δ(r⃗ − r⃗′)dτ ′ (2.499)

11此节参考：胡诗可、吴邦惠、吕晓夫编著《高等量子力学》，四川大学出版社，1990。

12统治宏观世界的基本定律，牛顿三定律也不是推出的，也是从实验中总结的。这意味着什么呢？基本定律或假设稍有
不同，这个世界会怎么样呢？
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这个等式成立的条件是系数 cr⃗′ 的取值就是 Ψ(r⃗′)，即

cr⃗′ = Ψ(r⃗′) (2.500)

于是

Ψ(r⃗) =

∫
Ψ(r⃗′)δ(r⃗ − r⃗′)dτ ′ (2.501)

可见，|Ψ(r⃗′)|2是概率密度，这就是波函数的统计诠释。
（4）状态随时间的演化 量子系统的状态波函数由薛定鄂方程描述

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ (2.502)

Ĥ 是系统的哈密顿量算符。

（5）全同性原理 在全同粒子所组成的体系中，两全同粒子相互调换不改变体系的状态。

（6）自旋 在非相对论量子力学中，电子的自旋也是作为假定引进的。但是，自旋作为一个

假定，是由于忽略了相对论效应的缘故。在相对论量子力学中，自旋像粒子的其他性质一样包含

在狄拉克方程中，不需要另作假定。
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3.1 基本思想

3.1.1 表象的概念

什么是表象？顾名思义，表现形式的空间。波函数描述量子力学态，而具体的数学形式总是

有个变量的，这个变量是坐标 x，则在坐标表象下，这个变量是动量 p则是在动量表象下。说的

物理点，量子力学态由谁的基矢展开，就是处于谁的表象下。有些量子力学态用位置 x 描述方

便讨论问题，而有些用动量 p 方便，所以可以选择不同的表象。量子体系的波函数还可以选用

坐标 x和动量 p以外的其他变量，从而构成更多的表象。表象只是描述量子力学态的一种形式，

量子力学态是没改变的，通过表象间的变换，能方便的讨论问题。这就是表象和表象变换的意义

所在。从几何学来看，一个矢量可以在不同的坐标系中加以描述。量子体系的一个状态可以表示

成一个抽象的态矢量 |Ψ(t)⟩，这个态矢量也可以“投影”在不同的“坐标系”中进行表述，这就
是量子力学“表象”的概念。

3.1.2 希尔伯特空间

在量子力学中，系统的态由一组正交完备的本征函数系表示。为了数学上的方便，类似于直

角坐标系，将这组正交完备的本征函数看成相互垂直的的坐标轴的单位矢量，称为基矢。只不过

这里的“基矢”是个函数，维度更是有多少本征函数就有多少维。类似于我们处在的三维坐标空

间，将量子系统的本征函数系抽象为一个空间，称为希尔伯特空间。处于系统中的量子态也就是

个希尔伯特空间的一个“矢量”了。

这里讨论的是离散谱的情况，因为这是非常直观的。直角坐标系 x、y、z轴描述的是三维空

间的话，希尔伯特空间可以看成广义的直接坐标系，有 n个轴，描述的是 n维空间。矩阵力学

中将一组力学量完全集 F 的共同本征态，看成 F 空间（数学上是希尔伯特空间）的正交归一的

完备的单位矢量，称为基矢，表示为 ϕn，即本征函数为基矢。这相当于直接坐标系各轴的单位

矢量 i⃗、j⃗、k⃗。体系任何一个量子态 ψ可以展开为

ψ =
∑
n

anϕn (3.1)

由此可以看出波函数 ψ 相当于希尔伯特空间的一个矢量，称为态矢。态，波函数，本征函数的

关系可以描述为：波函数是态在具体表象中的形式，本征函数则为波函数在希尔伯特空间的一

个基矢。波函数、本征函数是波动力学中的叫法，在矩阵力学中，改称态矢（或态矢量）、基矢

（或本征矢）。
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3.2 矩阵形式的量子力学

3.2.1 态的矢量形式

设表示力学量 Q的算符为 Q̂，它的本征矢为 |ϕ1⟩，|ϕ2⟩，· · ·，|ϕn⟩，· · ·，相应的本征值为
q1，q2，· · ·，qn，· · ·。Q̂的本征方程为

Q̂|ϕn⟩ = qn|ϕn⟩ (n = 1, 2, 3, · · · ) (3.2)

其中本征矢 {|ϕn⟩}满足正交性关系式

⟨ϕm|ϕn⟩ = δmn (3.3)

以及完备性关系式 ∑
n

|ϕn⟩⟨ϕn| = 1 (3.4)

现在将态矢量 |Ψ(t)⟩按 {|ϕn⟩}展开

|Ψ(t)⟩ =
∑
n

|ϕn⟩⟨ϕn|Ψ(t)⟩ =
∑
n

⟨ϕn|Ψ(t)⟩|ϕn⟩ =
∑
n

an(t)|ϕn⟩ (3.5)

其中 an(t)是含时概率幅

an(t) = ⟨ϕn|ψ(t)⟩ =
∫
ϕ∗n(x)Ψ(x, t)dx (n = 1, 2, 3, · · · ) (3.6)

设 |Ψ(t)⟩是归一化的，则

⟨Ψ(t)|Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(t)|
∑
n

|ϕn⟩⟨ϕn|
∑
m

|ϕm⟩⟨ϕm|Ψ(t)⟩

=
∑
n

∑
m

⟨Ψ(t)|ϕn⟩⟨ϕn|ϕm⟩⟨ϕm|Ψ(t)⟩

=
∑
n

∑
m

a∗n(t)am(t)δnm

=
∑
n

a∗n(t)an(t)

=
∑
n

|an(t)|2 = 1 (3.7)

可见 |an(t)|2是在态 |Ψ(t)⟩中测量力学量 Q所得结果为 qn的概率。

态矢量 |Ψ(t)⟩在分立谱的 Q表象中是概率幅的组合

⟨ϕ1|Ψ(t)⟩, ⟨ϕ2|Ψ(t)⟩, · · · , ⟨ϕn|Ψ(t)⟩, · · · = a1(t), a2(t), · · · , an(t), · · · (3.8)

为了便于表述，将上式写成一个列矢量的形式，记为

|Ψ(t)⟩ =



a1(t)

a2(t)
...

an(t)
...


(3.9)

它就是态矢量 |Ψ(t)⟩在 Q表象中的形式，|Ψ(t)⟩的复共轭是行矢量

|Ψ(t)⟩† = ⟨Ψ(t)| =
(
a∗1(t) a

∗
2(t), · · · a∗n(t), · · ·

)
(3.10)
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于是归一化条件则表示为

Ψ†Ψ = ⟨Ψ(t)|Ψ(t)⟩ =
(
a∗1(t) a

∗
2(t), · · · a∗n(t), · · ·

)


a1(t)

a2(t)
...

an(t)
...


= |a1(t)|2 + |a2(t)|2 + · · ·+ |an(t)|2 + · · · = 1 (3.11)

同一个态矢量 |Ψ(t)⟩ 在不同表象中呈现不同的形式：在坐标表象中为 ⟨x|Ψ(t)⟩，在动量表象中
为 ⟨p|Ψ(t)⟩，在任意离散谱力学量Q的表象中为组合形式 ⟨ϕ1|Ψ(t)⟩、⟨ϕ2|Ψ(t)⟩、· · ·、⟨ϕn|Ψ(t)⟩、
· · ·。这种情况类似于几何学中一个矢量可以在不同的坐标系中加以描述。例如，矢量 A⃗在直角

坐标系中用分量 (Ax, Ay, Az)来描述，也可以在球坐标系中用分量 (Ar, Aθ, Aϕ)来描述等。

量子体系的一个状态用一个抽象的态矢量 |Ψ(t)⟩表示。一个特定的 Q表象就相当于一个特

定的坐标系，Q的本征态 (基矢)ϕ1，ϕ2，· · ·，ϕn，· · · 是这个坐标系的坐标轴，相当于直角坐标
系中的单位矢量 i⃗、⃗j、k⃗。态矢量 |Ψ(t)⟩是由在所有基矢上的分量组合成的。由于Q的本征态有

无限多个，它们张成一个无穷维的空间，这就是希尔伯特空间。

3.2.2 算符的矩阵形式

设算符 F̂ 作用于态矢量 |Ψ(t)⟩给出另一态矢量 |Φ(t)⟩，记为

|Φ(t)⟩ = F̂ |Ψ(t)⟩ (3.12)

并将 |Ψ(t)⟩和 |Φ(t)⟩按 Q的本征态展开

|Ψ(t)⟩ =
∑
n

|ϕn⟩⟨ϕn|Ψ(t)⟩ =
∑
n

⟨ϕn|Ψ(t)⟩|ϕn⟩ =
∑
n

an(t)|ϕn⟩ (3.13)

|Φ(t)⟩ =
∑
k

|ϕk⟩⟨ϕk|Φ(t)⟩ =
∑
k

⟨ϕk|Φ(t)⟩|ϕk⟩ =
∑
k

bk(t)|ϕk⟩ (3.14)

其中 n, k = 1, 2, 3 · · ·

an(t) = ⟨ϕn|Ψ(t)⟩ (3.15)

bk(t) = ⟨ϕk|Φ(t)⟩ (3.16)

于是（3.12）式改写为 ∑
k

bk(t)|ϕk⟩ = F̂
∑
n

an(t)|ϕn⟩ (3.17)

等式两边左乘 ⟨ϕm|，即向本征矢 ⟨ϕm|投影，得

⟨ϕm|
∑
k

bk(t)|ϕk⟩ = ⟨ϕm|F̂
∑
n

an(t)|ϕn⟩ (3.18)

利用本征矢的正交归一关系，得

bm(t) =
∑
n

⟨ϕm|F̂ |ϕn⟩an(t) =
∑
n

Fmnan(t) (m,n = 1, 2, 3, · · · ) (3.19)

其中

Fmn = ⟨ϕm|F̂ |ϕn⟩ (m,n = 1, 2, 3 · · · ) (3.20)
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将（3.19）式进一步展开，有

b1(t) =
∑
n

F1nan(t) = F11a1(t) + F12a2(t) + · · ·+ F1nan(t) + · · ·

b2(t) =
∑
n

F2nan(t) = F21a1(t) + F22a2(t) + · · ·+ F2nan(t) + · · ·

...

bm(t) =
∑
n

Fmnan(t) = Fm1a1(t) + Fm2a2(t) + · · ·+ Fmnan(t) + · · ·

...

写成矩阵形式，即为 

b1(t)

b2(t)
...

bm(t)
...


=



F11 F12 · · · F1n · · ·
F21 F22 · · · F2n · · ·

...
...

...
...

Fm1 Fm2 · · · Fmn · · ·
...

...
...

...
...





a1(t)

a2(t)
...

am(t)
...


(3.21)

可见算符 F̂ 在 Q表象中是一个矩阵，它的矩阵元是 Fmn，记为 F：

F =



F11 F12 · · · F1n · · ·
F21 F22 · · · F2n · · ·

...
...

...
...

Fm1 Fm2 · · · Fmn · · ·
...

...
...

...
...


(3.22)

其中

Fmn = ⟨ϕm|F̂ |ϕn⟩ (m,n = 1, 2, 3 · · · ) (3.23)

等式（3.21）左右两边的列矢量分别是 |Φ(t)⟩和 |Ψ(t)⟩在 Q表象中的态矢量，记为Φ和Ψ。于

是等式（3.21）可以简写为

Φ = FΨ (3.24)

这就是（3.12）式在 Q表象中的表达式。

3.2.2.1 算符矩阵形式的性质

（1）任何一个算符在以本征矢为基矢的自身表象中是对角矩阵。

证明：

Qmn = ⟨ϕm|Q̂|ϕn⟩ = ⟨ϕm|qn|ϕn⟩ = qnδmn =

qn (m = n)

0 (m ̸= n)
(3.25)

其中利用本征方程 Q̂|ϕn⟩ = qn|ϕn⟩ (n = 1, 2, 3, · · · )和本征态正交归一关系 ⟨ϕm|ϕn⟩ = δmn。

得证。

可见算符在自身表象中是一个对角矩阵，其矩阵元就是本征值 q1、q2、· · ·、qn、· · ·。
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（2）厄米算符的矩阵形式为厄米矩阵。

证明：

F ∗
mn = ⟨ϕm|F̂ |ϕn⟩∗ = ⟨ϕn|F̂ †|ϕm⟩ = ⟨ϕn|F̂ |ϕm⟩ = Fnm (3.26)

上式表明，F 矩阵的第 n行、第m列的元素 Fnm等于该矩阵的第m行、第 n列元素 Fmn的复

共轭，即 F 矩阵为厄米矩阵。也就是说，厄米算符的矩阵形式是厄米矩阵。

得证。

3.2.3 本征值与本征矢

算符 F̂ 的本征方程为

F̂ |Ψ(t)⟩ = λ|Ψ(t)⟩ (3.27)

其中，λ为本征值，|Ψ(t)⟩为相应的本征态。本征方程在 Q表象的矩阵形式可以由（3.24）式中

取 Φ = λΨ，得到

FΨ = λΨ (3.28)

写成矩阵形式，即为 

F11 F12 · · · F1n · · ·
F21 F22 · · · F2n · · ·

...
...

...
...

Fm1 Fm2 · · · Fmn · · ·
...

...
...

...
...





a1(t)

a2(t)
...

am(t)
...


= λ



a1(t)

a2(t)
...

am(t)
...


(3.29)

为了求解上述方程，将右边移动到左边，整理得

F11 − λ F12 · · · F1n · · ·
F21 F22 − λ · · · F2n · · ·

...
...

...
...

Fm1 Fm2 · · · Fmn − λ · · ·
...

...
...

...
...





a1(t)

a2(t)
...

am(t)
...


= 0 (3.30)

这是线性代数中的一个典型的方程组，线性齐次代数方程组。

要求得本征值 λ1，λ2，λ3，· · · 以及本征对应的本征态 {a11, a12, · · · , a1k, · · · }(k = 1, 2, 3, · · · )
（λ1对应的本征态），{a21, a22, · · · , a2k, · · · }(k = 1, 2, 3, · · · )（λ2对应的本征态）等等。1

（1）首先保证方程有非零解。它有非零解的必要充分条件是系数行列式等于零，即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F11 − λ F12 · · · F1n · · ·
F21 F22 − λ · · · F2n · · ·

...
...

...
...

Fm1 Fm2 · · · Fmn − λ · · ·
...

...
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (3.31)

这是一个关于 λ的代数方程，称为久期方程。它的根就是算符 F̂ 的本征值 λ1，λ2，· · ·，λn，· · ·

1每一个本征值都对应着一组 Q的本征态系数
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如果算符的矩阵形式 Fmn是N 维的，则可以解出N 个 λ（可能有重根，如为 k重，也算为 k个

根）。这样就求到了本征值。2

（2）接着求本征态。将每个 λ分别代入本征方程（3.30）式，例如

将 λ1代入，则有： 

F11 − λ1 F12 · · · F1n · · ·
F21 F22 − λ1 · · · F2n · · ·

...
...

...
...

Fm1 Fm2 · · · Fmn − λ1 · · ·
...

...
...

...
...





a1(t)

a2(t)
...

am(t)
...


= 0 (3.32)

即 

(F11 − λ1)a1 + F12a2 + F13a3 + · · · = 0

F21a1 + (F22 − λ1)a2 + F23a3 + · · · = 0

F31a1 + F32a2 + (F33 − λ1)a3 + · · · = 0

...

(3.33)

就可以求出相应的解 ajk(k = 1, 2, 3, · · · )，表示成列矢为：
a11

a12
...

 j = 1 (3.34)

同理可以解出： 
a21

a22
...



a31

a32
...

 · · ·

aj1

aj2
...

 · · · j = 1, 2, · · · , N (3.35)

这就是算符 F̂ 在 Q表象下，本征值 λ1，λ2，λ3，· · · 对应的的本征态。特别的，大家可以想想
算符在自身表象下的情形。

3.2.4 薛定鄂方程

哈密顿算符 Ĥ 的薛定鄂方程为

i~
d

dt
|Ψ(t)⟩ = Ĥ|Ψ(t)⟩ (3.36)

将态矢量 |Ψ(t)⟩展开
|Ψ(t)⟩ =

∑
n

|ϕn⟩⟨ϕn|Ψ(t)⟩ =
∑
n

an(t)|ϕn⟩ (3.37)

其中 an(t) = ⟨ϕn|Ψ(t)⟩。代入薛定鄂方程，得

i~
d

dt

∑
n

an(t)|ϕn⟩ = Ĥ
∑
n

an(t)|ϕn⟩ (3.38)

2在线性代数中，这里的本征值和本征矢就是矩阵的特征值和特征向量，这个矩阵显然是算符的矩阵形式。

xuanleng.me@gmail.com 120 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me

等式两边向本征矢 ⟨ϕm|投影，并利用正交关系式，有

i~
d

dt
am(t) =

∑
n

Hmnan(t) (m,n = 1, 2, 3, · · · ) (3.39)

其中

Hmn = ⟨ϕm|Ĥ|ϕn⟩ (m,n = 1, 2, 3, · · · ) (3.40)

是哈密顿量算符 Ĥ 在 Q表象的矩阵元。于是，有

i~
d

dt



a1(t)

a2(t)
...

an(t)
...


=



H11 H12 · · · H1n · · ·
H21 H22 · · · H2n · · ·

...
...

...
...

Hm1 Hm2 · · · Hmn · · ·
...

...
...

...
...





a1(t)

a2(t)
...

an(t)
...


(3.41)

这就是薛定鄂方程在 Q表象中的矩阵形式。

3.3 表象变换

量子力学中表象的选择取决于所讨论的问题。表象选取得当可以使问题的求解大为简化，这

正如几何学或经典力学中选取坐标系一样。在处理具体问题时，为了简化运算过程，常常需要从

一个表象变换到另一个表象，这节将讨论表象之间的变换问题，其具体技术手段为幺正变换。

3.3.1 态矢的幺正变换

一个普通的二维矢量可以在直角坐标系用 {x, y}表示，也可以在极坐标系用 {r, θ}表示。两
个坐标系之间的变换关系为

x = r cos θ, y = r sin θ (3.42)

或

r2 = x2 + y2, tan θ =
y

x
(3.43)

现在利用坐标系之间的变换来理解量子力学的表象变换。如同一个普通矢量可以在直角坐

标系和极坐标系展开一样，一个态矢量 |Ψ(t)⟩可以分别按 A的本征态 {|a⟩}和 B的本征态 {|b⟩}
展开，即

|Ψ(t)⟩ =
∑
a

|a⟩⟨a|Ψ(t)⟩ =
∑
a

CAa (t)|a⟩ (3.44)

|Ψ(t)⟩ =
∑
b

|b⟩⟨b|Ψ(t)⟩ =
∑
b

CBb (t)|b⟩ (3.45)

其中

CAa (t) = ⟨a|Ψ(t)⟩ a = 1, 2, 3, · · · (3.46)

CBb (t) = ⟨b|Ψ(t)⟩ b = 1, 2, 3, · · · (3.47)
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写成列向量形式为

CA =



CA1 (t)

CA2 (t)
...

CAa (t)
...


, CB =



CB1 (t)

CB2 (t)
...

CBb (t)
...


(3.48)

分别是态矢量 |Ψ(t)⟩在 A、B 表象的波函数。比较（3.44）式和（3.45）式，有∑
b

CBb (t)|b⟩ =
∑
a

CAa (t)|a⟩ (3.49)

等式两边向 B 表象基矢 ⟨b′|投影，得

⟨b′|
∑
b

CBb (t)|b⟩ = ⟨b′|
∑
a

CAa (t)|a⟩ (3.50)

利用正交性关系式 ⟨b′|b⟩ = δb′b，有

CBb′ (t) =
∑
a

CAa (t)⟨b′|a⟩ (3.51)

将下标 b′换成 b，有

CBb (t) =
∑
a

CAa (t)⟨b|a⟩ ≡
∑
a

SbaC
A
a (3.52)

其中

Sba = ⟨b|a⟩ (3.53)

是 A表象基矢向 B 表象基矢的投影。将（3.52）式展开，有

CB1 (t) =
∑
a

S1aC
A
a (t) = S11D1(t) + S12D2(t) + · · ·+ S1aC

A
a (t) + · · · (3.54)

CB2 (t) =
∑
a

S2aC
A
a (t) = S21D1(t) + S22D2(t) + · · ·+ S2aC

A
a (t) + · · · (3.55)

...

CBb (t) =
∑
a

SbaC
A
a (t) = Sb1D1(t) + Sb2D2(t) + · · ·+ SbaC

A
a (t) + · · · (3.56)

...

写成矩阵形式为 

CB1 (t)

CB2 (t)
...

CBb (t)
...


=



S11 S12 · · · S1a · · ·
S21 S22 · · · S2a · · ·

...
...

...
...

Sb1 Sb2 · · · Sba · · ·
...

...
...

...
...





CA1 (t)

CA2 (t)
...

CAa (t)
...


(3.57)

简写为

CB = SCA (3.58)

这就是态矢量 |Ψ(t)⟩在 A表象的形式CA变换到 B表象的形式CB 的变换式，而 S就是变换矩

阵。
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3.3.2 幺正算符

在上一节中，我们知道，变换矩阵 S将 A表象下的态矢量变换到 B表象下，其中变换矩阵

S 的矩阵元为 Sba = ⟨b|a⟩。现在来考察变换矩阵 S 的性质。

由 A表象基矢的正交归一性，有

δa′a = ⟨a′|a⟩ = ⟨a′|
∑
b

|b⟩⟨b|a⟩ =
∑
b

⟨a′|b⟩⟨b|a⟩

=
∑
b

Sa′bSba =
∑
b

S∗
ba′Sba = (S†S)a′a =

1 (a′ = a)

0 (a′ ̸= a)
(3.59)

同理，由 B 表象基矢的正交归一性，有

δb′b = ⟨b′|b⟩ = ⟨b′|
∑
a

|a⟩⟨a|b⟩ =
∑
a

⟨b′|a⟩⟨a|b⟩

=
∑
a

Sb′aSab =
∑
a

Sb′aS
∗
ba = (SS†)b′b =

1 (b′ = b)

0 (b′ ̸= b)
(3.60)

于是，有

S†S = SS† = I (3.61)

其中 I 为单位矩阵。

用逆矩阵 S−1右乘 S†S = I 两边，并根据逆矩阵的定义 SS−1 = I，得

S† = S−1 (3.62)

满足上式的矩阵 S 称为幺正矩阵，写成幺正矩阵的算符称为幺正算符，由幺正矩阵所确定的变

换称为幺正变换。在量子力学中，由一个表象到另一个表象的变换是幺正变换。由于幺正矩阵的

定义 S† = S−1与厄米矩阵的定义A† = A不相同，所以幺正矩阵不一定是厄米矩阵。

考虑Q空间（表象）中两个任意矢量 |ψ1⟩和 ψ2⟩，在 S的作用下它们分别变为 |ψ̃1⟩和 |ψ̃2⟩：

|ψ̃1⟩ = S|ψ1⟩ (3.63)

|ψ̃2⟩ = S|ψ2⟩ (3.64)

计算标量积 ⟨ψ̃1|ψ̃2⟩，我们得到

⟨ψ̃1|ψ̃2⟩ = ⟨ψ1|S†S|ψ2⟩ = ⟨ψ1|ψ2⟩ (3.65)

这就是说，和 S 相联系的幺正变换保持 Q空间（表象）中的标积不变，因而模方也不变，从而

不改变正交关系。因此一组基矢经过幺正变换之后仍是这个空间的基矢。从这一点来看，在物理

上有时称矢量的幺正变换为矢量（在多维空间中）的转动。

3.3.3 幺正算符的性质

表象变换通过幺正算符联系起来。在幺正变换一节中，我们引出了幺正算符，这节将详细讨

论幺正算符及其性质。
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（1）幺正算符的定义 如果一个算符 S 的逆算符 S−1等于它的共轭转置算符 S†，即

S†S = SS† = I ⇐⇒ S† = S−1 (3.66)

则称 S 为幺正算符（矩阵形式则称为幺正矩阵）。其中 I 表示单位矩阵。

（2）幺正算符的性质 （i）若 A是厄米算符，则 T = eiA是幺正算符。

证明：由

T † = e−iA
†
= e−iA (3.67)

有

T †T = e−iAeiA = I (3.68)

TT † = eiAe−iA = I (3.69)

这是因为，−iA与 iA显然是对易的。

得证。

（ii）两个幺正算符的乘积也是幺正算符。

证明：若 U 和 V 都是幺正算符，则有

U †U = UU † = I (3.70)

V †V = V V † = I (3.71)

于是

(UV )†(UV ) = V †U †UV = V †V = I (3.72)

(UV )(UV )† = UV V †U † = UU † = I (3.73)

即乘积 UV 作为一个算符也是幺正的。

得证。

这个性质也是可以预料到的：既然两个变换都保持标量积不变，那么相继应用这两个变换

也应保持标量积不变。

（3）幺正算符的本征值和本征矢 （i）本征值

设 |ψu⟩是幺正算符 U 的归一化的本征矢，属于本征值 u，有

U |ψu⟩ = u|ψu⟩ (3.74)

矢量 U |ψu⟩的模方为：

⟨ψu|U †U |ψu⟩ = u∗u⟨ψu|ψu⟩ = u∗u (3.75)

因为幺正算符保持模方不变，⟨ψu|U †U |ψu⟩ = ⟨ψu|ψu⟩，故必有 u∗u = 1，因此，幺正算符的本征

值只能是模为 1的复数，即

u = eiφu (3.76)

其中 φu为实数。

（ii）本征矢
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考虑 U 的两个本征矢 |ψu⟩和 |ψu′⟩，有

⟨ψu|ψu′⟩ = ⟨ψu|U †U |ψu′⟩ = u∗u′⟨ψu|ψu′ = ei(φu′−φu)⟨ψu|ψu′⟩ (3.77)

如果本征值 u和 u′ 不相等，上面等式成立的条件是，标量积 ⟨ψu|ψu′⟩应为零。这就是说，幺正
算符的属于互异本征值的两个本征矢是正交的。

3.3.4 基矢的幺正变换

幺正变换也可以理解为把一个矢量空间的全部矢量都用一个幺正算符作用，对于其中每个

矢量如 |ψ⟩和 |φ⟩，作用后各得到一个新矢量 |ψ′⟩和 |φ′⟩，这一操作就是基矢的幺正变换。通过
幺正算符实现基矢的变换实际上就完成了表象变换，因为这里的基矢就是不同表象的基矢。

（1）假设 {|νi⟩}是态空间Q中的一组正交归一的基矢，则在算符 S作用下的矢量 |ν̃i⟩ = S|νi⟩
的集合 {|ν̃i⟩}也是一组基矢。

证明：思路：证明一组矢量是一组基矢，就从基矢的特征出发，一是完备，二是正交归一。

（a）正交归一性

⟨ν̃i|ν̃j⟩ = ⟨Sνi|Sνj⟩ = ⟨S†Sνi|νj⟩ = ⟨νi|νj⟩ = δij (3.78)

即 {|ν̃i⟩}满足正交归一化的要求。

（b）完备性，即 {|ν̃i}构成一个基

方法一：矢量3|ψ⟩经 S†作用后仍得到一个矢量 S†|ψ⟩，将它按 {|νi⟩}展开，有

S†|ψ⟩ =
∑
i

ci|νi⟩ (3.79)

将算符 S 左乘等式两边，有

SS†|ψ⟩ =
∑
i

ciS|νi⟩ (3.80)

即

|ψ⟩ =
∑
i

ci|ν̃i⟩ (3.81)

上式表明，任意矢量 |ψ⟩可以按全体 ν̃i展开，因此这些矢量构成一个基。

方法二：取任意两个矢量 |ψ⟩和 |φ⟩∑
i

⟨ψ|ν̃i⟩⟨ν̃i|φ⟩ =
∑
i

⟨ψ|Sνi⟩⟨Sνi|φ⟩ =
∑
i

⟨S†ψ|νi⟩⟨νi|S†φ⟩ = ⟨S†ψ|S†φ⟩ = ⟨SS†ψ|φ⟩ = ⟨ψ|φ⟩

(3.82)

这就证明了 {S|νi}是完全的，因此这些矢量构成一个基。

得证。

（2）若 {|νi⟩}和 {|µi⟩}是同一空间的两组基矢，则两者必能由一个幺正算符联系起来，即存
在一个幺正算符 S，使得 |µi⟩ = S|νi⟩。

证明：两组基矢的数目必定是相同的。我们定义一个算符 A，使 |µi⟩ = A|νi⟩，这样算符 A

就得到了完全的定义。我们只需证明 A是幺正的即可。

3实际就是量子态、波函数，在希尔伯特空间是个矢量了
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任取二矢量 |ψ⟩和 |φ⟩，由于 {|µi⟩}和 {|νi⟩}都是完全的，它们都满足 Parseval等式，于是

⟨ψ|φ⟩ =
∑
i

⟨ψ|µi⟩⟨µi|φ⟩ =
∑
i

⟨ψ|Aνi⟩⟨Aνi|φ⟩

=
∑
i

⟨A†ψ|νi⟩⟨νi|A†φ⟩ = ⟨A†ψ|A†φ⟩

= ⟨ψ|AA†|φ⟩ (3.83)

即

AA† = I (3.84)

同样，利用 |νi⟩ = A−1|µi⟩可以得到
AA† = I (3.85)

A必定是有逆的，因为我们总可以定义一个算符 B，使得 |νi⟩ = B|µi⟩，这个 B就是 A−1。至此

就证明了 A是一个幺正算符。

得证。

3.3.5 算符的幺正变换

（1）定义

方式一：算符 A的幺正变换得到的算符 Ã是这样一个算符：它在基 {|ν̃i}中的矩阵元等于
算符 A在基 {|νi⟩}中的对应矩阵元，即

⟨ν̃i|Ã|ν̃j⟩ = ⟨νi|A|νj⟩ (3.86)

将 |ν̃j⟩ = S|νi⟩代入，得
⟨νi|S†ÃS|νj⟩ = ⟨νi|A|νj⟩ (3.87)

因为 i和 j 是任意的，于是得到

S†ÃS = A (3.88)

用 S 左乘，同时用 S†等式两边，有

Ã = SAS† (3.89)

方式二：算符 F̂ 在 A表象中的矩阵元是 Fa′a = ⟨a′|F̂ |a⟩，依赖于 A的本征态 |a⟩。而算符 F̂

在 B 表象中的矩阵元是 Fb′b = ⟨b′|F̂ |b⟩，依赖于 B 的本征态 |b⟩。我们用 F a 和 F b 表示算符 F̂

在 A、B 两种表象中的矩阵。

Fa′a = ⟨a′|F̂ |a⟩ = ⟨a′|
∑
b

|b⟩⟨b|F̂
∑
b′

|b′⟩⟨b′|a⟩

=
∑
b

∑
b′

⟨a′|b⟩⟨b|F̂ |b′⟩⟨b′|a⟩

=
∑
b

∑
b′

Sa′bFbb′Sb′a

=
∑
b

∑
b′

Sa′bFbb′S
∗
ab′ = (SF bS

†)a′a (3.90)
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其中 Fbb′ 是矩阵 F b的元素。上式进一步写成矩阵形式为

F a = SF bS
† (3.91)

利用幺正矩阵的定义 S† = S−1，有

F a = SF bS
−1 (3.92)

这就是算符 F̂ 由 B 表象变换到 A表象的变换式。

（2）算符幺正变换后的本征矢

考虑 A的一个本征矢 |φa⟩，它属于本征值 a，有

A|φa⟩ = a|φa⟩ (3.93)

假设经过算符 S 的作用，|φa⟩变换为 |φ̃a⟩，即 |φ̃a⟩ = S|φa⟩，于是，有

Ã|φ̃a⟩ = (SAS†)S|φa⟩ = SA(S†S)|φa⟩

= SA|φa⟩ = aS|φa⟩

= a|φ̃a⟩ (3.94)

由此可见，|φ̃a⟩是 Ã的本征矢，属于本征值 a。即幺正变换不改变算符的本征值。算符 A的幺

正变换得到的算符 Ã的本征矢就是 A的本征矢 |φa⟩幺正变换得到的 |φ̃a⟩，本征值不变。

幺正变换不改变算符的本征值的另一种写法是：

设算符 F̂ 在 A表象中的本征方程为

F aCa = λCa (3.95)

其中 λ为本征值；Ca是本征矢。现在通过幺正变换将 F a和 Ca变换到 B 表象，即

F b = S−1F aS Db = S−1Ca (3.96)

其中 F b是 B 表象的算符 F̂，Db是 B 表象的本征矢。有

F bDb = S−1F aSS
−1Ca = S−1F aCa = S−1λCa = λDb (3.97)

可见算符 F̂ 在 B 表象中的本征值仍为 λ。也就是说，算符的幺正变换不改变它的本征值。

（3）幺正变换不改变算符的迹

证明：设经过幺正变换后，算符 F a变为 F b，即

F b = S−1F aS (3.98)

对上式两边取迹，并利用取迹轮换不变性和 SS−1 = I，有

TrF b = Tr(S−1F aS) = Tr(SS−1F a) = TrF a (3.99)

即 F a的迹等于 F b的迹，也就是说，算符的幺正变换不改变它的迹。

得证。

（4）算符幺正变换的性质

（a）算符 A经由幺正算符 S 幺正变换得到的算符 Ã的共轭转置算符 (Ã)† 就是 A的共轭转

置算符 A†经由幺正变换得到的算符。即

(Ã)† = (SAS†)† = SA†S† = Ã† (3.100)

（b）进一步推广，算符 A的函数的 F (A)的幺正变换 F̃ (A)就是 A幺正变换得到的算符 Ã
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的函数 F (Ã)。即

F̃ (A) = F (Ã) (3.101)

如：

(Ã)2 = SAS†SAS† = SAAS† = Ã2 (3.102)

(Ã)n = Ãn (3.103)

3.3.6 幺正变换的物理意义

我们由幺正变换的矩阵元 Sab = ⟨a|b⟩写出 A、B 两种表象之间的基矢变换

|b⟩ =
∑
a

|a⟩⟨a|b⟩ =
∑
a

Sab|a⟩ (3.104)

进而写出它的共轭式

⟨b| =
∑
a′

⟨b|a′⟩⟨a′| =
∑
a′

S∗
a′b⟨a′| (3.105)

由基矢的归一化条件 ⟨b|b⟩ = 1，得∑
a′

S∗
a′b⟨a′|

∑
a

Sab|a⟩ =
∑
a′

∑
a

S∗
abSab⟨a′|a⟩ =

∑
a

S∗
abSab =

∑
a

|Sab|2 = 1 (3.106)

即

|S1b|2 + |S2b|2 + · · ·+ |Sab|2 + · · · = 1 (3.107)

其中 |Sab|2表示态在 |b⟩中发现态 |a⟩的概率。同样有

|S1a|2 + |S2a|2 + · · ·+ |Sba|2 + · · · = 1 (3.108)

|Sba|2表示态 |a⟩中发现态 |b⟩的概率。可见，幺正变换的物理意义是概率守恒。

3.4 数态表象与相干态

3.4.1 数态表象

在求解谐振子问题的算符代数法，我们利用谐振子的哈密顿算符

Ĥ = ~ω
(
a+a− +

1

2

)
(3.109)

得到了体系的本征能量

En = ~ω
(
n+

1

2

)
(n = 0, 1, 2, · · · ) (3.110)

其中算符 a−和 a+之间的对易关系为

[a−, a+] = 1 (3.111)

它们的基本性质可以表示为

a−|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ (3.112)

a+|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩ (3.113)
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其中 |n⟩表示谐振子的本征态。对于真空态 |0⟩，有

a−|0⟩ = 0 (3.114)

a+|0⟩ = |1⟩ (3.115)

用 a+对（3.115）式连续作用，并利用（3.113）式，有

|n⟩ = 1√
n!
(a+)

n|0⟩ (3.116)

现在进一步考查算符

N̂ ≡ a+a− (3.117)

的性质。用它作用于本征态，有

N̂ |n⟩ = a+a−|n⟩ = a+
√
n|n− 1⟩ =

√
na+|n− 1⟩ = n|n⟩ (3.118)

上式可以认为定义了一个以 |n⟩ 为本征态的表象。由于其中的本征值 n = 0, 1, 2, · · · 是自然数，
所以本征态 |n⟩通常称为数态，而相应的表象称为数态表象。

下面分析数态 |n⟩的物理意义。由谐振子本征能量（3.110）可知，当其中的自然数 n增加 1，

体系的能量增加 ~ω，即体系的能量以 ~ω为单位改变。而 ~ω正是一个微观粒子（实物粒子、光

子等）的能量。数态 |n⟩表示体系在这个状态中有 n个微观粒子。这样一来，算符 N̂ 可以称为

粒子数算符。

a−|n⟩ =
√
n|n − 1⟩说明算符 a− 作用于数态 |n⟩后，变成数态 |n − 1⟩，即体系的粒子减少

一个，所以 a− 称为粒子的湮灭算符。同理 a+ 作用于 |n⟩后变成 |n+ 1⟩，即体系的粒子增加一
个，故称为粒子的产生算符。另外数态作为谐振子的本征态满足正交关系式

⟨m|n⟩ = δmn (3.119)

和完备性关系式
∞∑
n=0

|n⟩⟨n| = 1 (3.120)

3.4.2 任意态在数态表象的波函数

将任意态矢量 |Ψ(t)⟩按数态 |n⟩展开

|Ψ(t)⟩ =
∞∑
n=0

|n⟩⟨n|Ψ(t)⟩ =
∞∑
n=0

an(t)|n⟩ (3.121)

其中

an(t) = ⟨n|Ψ(t)⟩ (3.122)

态矢量 |Ψ(t)⟩在数态表象中的波函数为列矢量

Ψ =



a0(t)

a1(t)
...

an(t)
...


(3.123)

xuanleng.me@gmail.com 129 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me 第三章 矩阵力学

而

Pn(t) ≡ |an(t)|2 = |⟨n|Ψ(t)⟩|2 (3.124)

表示在 |Ψ(t)⟩所描述的量子体系中数态 |n⟩出现的概率。特别是，如果 |Ψ(t)⟩描述一个量子辐射
场，则 Pn(t)表示光子数态 |n⟩出现的概率，而 P0(t)则是真空态 |0⟩出现的概率。

3.4.3 算符在数态表象中的矩阵表示

（1）算符 N̂ = a+a−在自身数态表象中的矩阵表示

矩阵元为

Nmn = ⟨m|N̂ |n⟩ = nδmn =

n (m = n)

0 (m ̸= n)
(3.125)

即为对角矩阵

N =



0 0 · · · 0 · · ·
0 1 · · · 0 · · ·
...

...
...

...

0 0 · · · n · · ·
...

...
...

...
...


(3.126)

（2）湮灭算符 a−和产生算符 a+在数态表象中的矩阵表示

矩阵元为

⟨m|a−|n⟩ = ⟨m|
√
n|n− 1⟩ =

√
nδm,n−1 =


√
n (m = n− 1)

0 (m ̸= n− 1)
(3.127)

⟨m|a+|n⟩ = ⟨m|
√
n+ 1|n+ 1⟩ =

√
n+ 1δm,n+1


√
n+ 1 (m = n+ 1)

0 (m ̸= n+ 1)
(3.128)

相应的矩阵分别为

a− =



0
√
1 0 0 · · ·

0 0
√
2 0 · · ·

0 0 0
√
3 · · ·

0 0 0 0 · · ·
...

...
...

...


(3.129)

a+ =



0 0 0 0 · · ·
√
1 0 0 0 · · ·
0
√
2 0 0 · · ·

0 0
√
3 0 · · ·

...
...

...
...


(3.130)
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（3）无量纲坐标算符和无量纲动量算符在数态表象的矩阵表示

X = a− + a+ P = −i(a− − a+) (3.131)

显然，这两个算符矩阵形式可以由产生和湮灭算符的矩阵形式相加减得到，即

X = a− + a+ =



0
√
1 0 0 · · ·

√
1 0

√
2 0 · · ·

0
√
2 0

√
3 · · ·

0 0
√
3 0 · · ·

...
...

...
...


(3.132)

P = −i(a− + a+) = i



0 −
√
1 0 0 · · ·

√
1 0 −

√
2 0 · · ·

0
√
2 0 −

√
3 · · ·

0 0
√
3 0 · · ·

...
...

...
...


(3.133)

3.4.4 相干态的定义

refs：

顾樵《量子力学 II》

Marlan O. Scully, M. Suhail Zubairy, Quantum Optics.

湮灭算符的本征态被定义为相干态

a−|α⟩ = α|α⟩ (3.134)

其中 α是相应的本征值（为任意复数）。相干态可以按照数态展开为 (?)

|α⟩ = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n⟩ (3.135)

其中展开系数的绝对值平方

Pn = |⟨n|α⟩|2 = e−|α|2 |α|2n

n!
(3.136)

是一个泊松分布。

3.4.4.1 平移算符的形式

相干态 |α⟩可以表示为

|α⟩ = eαa+−α∗a− |0⟩ = D(α)|0⟩ (3.137)

其中 |0⟩是真空态，

D(α) = eαa+−α∗a− (3.138)

是由 a−和 a+构成的平移算符。

证明一：考虑到产生湮灭算符的对易关系

[a−, a+] = 1 (3.139)
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有

[a−, αa+ − α∗a−] = α[a−, a+] = α (3.140)

反复利用上式，有

[a−, (αa+ − α∗a−)
n]

=[a−, (αa+ − α∗a−) · (αa+ − α∗a−)
n−1]

=[a−, (αa+ − α∗a−)] · (αa+ − α∗a−)
n−1 + (αa+ − α∗a−) · [a−, (αa+ − α∗a−)

n−1]

=α(αa+ − α∗a−)
n−1 + (αa+ − α∗a−)

·
{
α(αa+ − α∗a−)

n−2 + (αa+ − α∗a−) · [a−, (αa+ − α∗a−)
n−2]

}
=

...

=nα(αa+ − α∗a−)
n−1 (3.141)

利用算符的定义，有[
a−, e

αa+−α∗a−
]
=

∞∑
n=0

1

n!
[a−, (αa+ − α∗a−)

n] =

∞∑
n=0

α
(αa+ − α∗α−)

n−1

(n− 1)!

= αeαa+−α∗a− (3.142)

两边作用于任意态 |ψ⟩，得

αeαa+−α∗a− |ψ⟩ =
[
a−, e

αa+−α∗a−
]
|ψ⟩ = a−e

αa+−α∗a− |ψ⟩ − eαa+−α∗a−a−|ψ⟩ (3.143)

取 |ψ⟩ = |0⟩，并考虑到 a−|0⟩ = 0，有

a−e
αa+−α∗a− |0⟩ = αeαa+−α∗a− |0⟩ (3.144)

可见 eαa+−α∗a− |0⟩是湮灭算符 a−的本征态，本征值为 α。因此它也就是相干态 |α⟩，即

|α⟩ = eαa+−α∗a− |0⟩ = D(α)|0⟩ (3.145)

其中算符D(α)的作用是将真空态 |0⟩平移至相干态 |α⟩，故称为平移算符。因此相干态是谐振子
基态被平移后的形式。

（1）平移算符的另一种形式 根据 Baker-Campbell-Hausdorff公式

eA+B = e−[A,B]/2eAeB (3.146)

平移算符可以改写为

D(α) = e−|α|2/2eαa+e−α
∗a− (3.147)

（2）平移算符是幺正算符

D†(α) = D(−α) (3.148)

（3）平移算符的平移特性

D†(α)a−D(α) = a− + α

D†(α)a+D(α) = a+ + α∗ (3.149)
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3.4.5 相干态的基本性质

3.4.5.1 非正交性

暂略，见参考文献

3.4.5.2 超完备性

暂略，见参考文献

3.4.5.3 平均光子数

暂略，见参考文献

3.4.5.4 最小不确定态

暂略，见参考文献

3.4.5.5 坐标表象下的形式

暂略，见参考文献

3.4.6 相干态在数态表象的波函数

参见顾樵《量子力学 II》

3.5 密度矩阵

这里的切入有些突兀，这是因为涉及到一些量子统计的背景，以后再补上。

3.5.1 纯态与混态

纯态：能用态矢描述的态称为纯态，即由希尔伯特空间的一个矢量描写的态。任意个态矢的

线性叠加仍是一个态矢，故两个纯态 |ψ1⟩和 |ψ2⟩叠加得到另一个态 |ψ⟩ = c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩仍是纯
态。类比坐标空间的两矢量相加也就很好理解了。坐标空间的两矢量相加得到的当然仍是坐标空

间的一个矢量。也就是说，|ψ1⟩与 ψ2⟩叠加得到 |ψ⟩仍是希尔伯特空间的矢量，按定义，希尔伯
特空间的矢量描写的态是纯态，故 |ψ⟩是纯态。进一步说，虽然 |ψ⟩的表达式为 c1|ψ1⟩+ c1|ψ2⟩，
但 |ψ1⟩、|ψ2⟩是可以由希尔伯特空间的基矢表示的，所以本质上 |ψ⟩还是能由希尔伯特空间“坐
标轴的单位矢量”（本征函数系，即基矢）表示，这也是 |ψ⟩是纯态的原因。

例如：设系统的希尔伯特空间基矢（本征函数系）为 |a1⟩、|a2⟩。态矢 |ψ1⟩、|ψ2⟩分别表示为

|ψ1⟩ = g1|a1⟩+ g2|a2⟩, |ψ2⟩ = g3|a1⟩+ g4|a2⟩ (3.150)

如果新的态矢 |ψ⟩由 |ψ1⟩、|ψ2⟩叠加而成表示为

|ψ⟩ = c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩ (3.151)
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则 |ψ⟩在希尔伯特空间表示是

|ψ⟩ = c1(g1|a1⟩+ g2|a2⟩) + c2(g3|a1⟩+ g4|a2⟩) = (c1g1 + c2g3)|a1⟩+ (c1g2 + c2g4)|a2⟩ (3.152)

即 |ψ⟩仍是希尔伯特空间中的一个矢量，|ψ⟩是纯态，这和坐标空间中的矢量加法是一样的。

混态：Represented by a set of pure states weighted by their probabilities to be found in a given

statisitcal mixture. 体系的状态不能用一个态矢描述，而需要用一组态矢及其相应的概率来描

述。|ψ′⟩ 只是简单的一定的概率 P1 处于 |ψ1⟩ 中，一定的概率 P2 处于 |ψ2⟩ 中，不是 |ψ1⟩、
|ψ2⟩两态的叠加，无法用希尔伯特空间的基矢（本征函数系）表示，即不能表示为上述的 |ψ⟩ =
(c1g1 + c2g3)|a1⟩+ (c1g2 + c2g4)|a2⟩形式。具体表示这个态为|ψ1⟩ : P1

|ψ2⟩ : P2

(3.153)

如果概率 P1、P2的数值恰巧为 P1 = |c1|2、P2 = |c2|2，则混合态 |ψ′⟩处于 |ψ1⟩、|ψ2⟩的概率与
纯态 |ψ⟩处于 |ψ1⟩、|ψ2⟩的概率相同。但这两个态 |ψ⟩、|ψ′⟩仍是不同的，下面以力学量 A在这

两种态中的取值概率为例来说明。

例如：设前面的 |a1⟩、|a2⟩是力学量 A在系统的中的本征函数（基矢），相应的本征值为 a1、

a24。

（1）对于纯态 |ψ⟩，力学量 A取 a1值的概率为

P = |⟨a1|ψ⟩|2 = |c1⟨a1|ψ1⟩+ c2⟨a1|ψ2⟩|2 = |c1g1+ c2g3|2 = |c1g1|2+ |c2g3|2+2|c1c2g1g3| (3.154)

其中

⟨a1|ψ1⟩ = ⟨a1(g1|a1⟩+ g2|a2⟩) = g1 (3.155)

⟨a1|ψ2⟩ = ⟨a1(g3|a1⟩+ g4|a2⟩) = g3 (3.156)

这和直接用 |ψ⟩ = (c1g1 + c2g3)|a1⟩+ (c1g2 + c2g4)|a2⟩形式来算是等效的

P = |⟨a1|ψ⟩|2 = |⟨a1|((c1g1 + c2g3)|a1⟩+ (c1g2 + c2g4)|a2⟩)|2 = |c1g1 + c2g3|2 (3.157)

（2）对于混合态 ψ′，|ψ′⟩处于 ψ1的概率为 P1，|ψ′⟩处于 ψ2的概率为 P2。则，当 |ψ′⟩处于
ψ1时，测到 a1值的概率为

|⟨a1|ψ1⟩|2 = |⟨a1(g1|a1⟩+ g2|a2⟩)|2 = |g1|2 (3.158)

当 |ψ′⟩处于 ψ2时，测到 a1值的概率为

|⟨a1|ψ2⟩|2 = |⟨a1(g3|a1⟩+ g4|a2⟩)|2 = |g3|2 (3.159)

于是在混合态 |ψ′⟩测到 a1值的概率为

P ′ = P1|g1|2 + P2|g3|2 (3.160)

（3）按前面假设 P1 = |c1|2, P2 = |c2|2，则

P ′ = |c1|2|g1|2 + |c2|2|g3|2 = |c1g1|2 + |c2g3|2 ̸= P (3.161)

即对于这个两个态力学量 A取 a1值的概率是不一样的，纯态比混合态多出干涉项。

4我们对系统的测量到的结果都是“本征值”，只不过测到该本征值是有一定概率的。每个本征函数对应一个本征值。
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3.5.2 纯态的密度算符

对于纯态 ψ，我们通常是用希尔伯特空间中一个归一化的矢量 |ψ⟩去描述。现在，从求一个
物理量 A5的平均值开始，设法找出另一种描写纯态的量。

（1）物理量 A在纯态中的平均值

在量子力学中，任何一个量子力学态都可以由一组完备正交归一的本征函数系表示。6 7 8正

如本章开始定义的，这样的本征函数系称为希尔伯特空间，同时本征函数系则称为基矢，表示为

{|n⟩}，于是量子态 |ψ⟩可以表示为

|ψ⟩ =
∑
n

cn|n⟩ (3.162)

A在纯态 ψ中的平均值可以写成

⟨A⟩ = ⟨ψ|A|ψ⟩ (3.163)

利用本征函数系的完备关系
∑

n |n⟩⟨n| = 1，有

⟨A⟩ =
∑
n

⟨ψ|n⟩⟨n|A|ψ⟩ =
∑
n

⟨n|A|ψ⟩⟨ψ|n⟩ (3.164)

¬为什么插入完备关系没影响？

­插入完备关系后，
∑

n⟨ψ|n⟩⟨n|A|ψ⟩视为
∑

n ⟨ψ|n⟩⟨n|A|ψ⟩，⟨ψ|n⟩和 ⟨n|A|ψ⟩是一个数了，
可以交换。然后又将

∑
n⟨n|A|ψ⟩⟨ψ|n⟩视为

∑
n⟨n|A|ψ⟩⟨ψ|n⟩，我就不明白为什么这些操作是等

效的？

令

ρ = |ψ⟩⟨ψ| (3.165)

则

⟨A⟩ =
∑
n

⟨n|Aρ|n⟩ = tr(Aρ) (3.166)

ρ定义为密度算符，它由纯态 ψ的态矢量 |ψ⟩完全决定，而纯态 ψ是由态矢量 |ψ⟩描述，故也可
以用密度算符 ρ描述纯态。注意构造密度算符时必须使用归一化的态矢量。|ψ⟩是个列向量，其
共厄 ⟨ψ|是个行向量，两者相乘是直积。

∑
n⟨n|Aρ|n⟩表示对矩阵的对角元求和，在数学上表示

为取迹。而且一个矩阵对角化后，对角元就是特征值，量子力学中，就是该算符9的本征值。

（2）物理量 A在 ψ态中取值 ai的概率Wi，或者说 ψ处于本征态 |ai⟩的概率Wi

Wi = |⟨ai|ψ⟩|2 = ⟨ai|ψ⟩⟨ψ|ai⟩ = ⟨ai|ρ|ai⟩ (3.167)

可以看出，物理量 A在 ψ态中取值 ai的概率Wi，或者说 ψ处于本征态 |ai⟩的概率Wi，就是密

5量子力学中物理量用算符表示，A是个算符，在矩阵力学中，算符是个矩阵。

6量子力学基本假定

7这样的本征函数系通常有，能量本征函数系、坐标本征函数系、动量本征函数系、角动量本征函数系、角动量和角动
量平方构成的本征函数系，除了能量本征函数系因表示系统能量的哈密顿算符不同而不同，其他的本征函数系都是
确定的，并且在前面章节都有具体讨论。而常见的能量本征函数系，有一维无限深势阱的、谐振子的，这些也在前面
章节有具体讨论。

8可以说这些本征函数系构成一个表象，用这些本征函数系表示的量子态，称其处于××表象下（××由所属这些本征
函数的力学量名称表示，如坐标表象。。。。这说法有些问题！）

9量子力学中物理量用算符表示，在矩阵力学中，算符是个矩阵。
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度算符在物理量 A表象下的相应的矩阵元10，其实质是 cic
∗
i。

3.5.3 混态的密度算符

对于混态，一般表示如下 

|ψ1⟩ : p1

|ψ2⟩ : p2
...

|ψn⟩ : pn

,
∑

pi = 1 (3.168)

（1）物理量 A在混态中的平均值

在混合态中，每个态 |ψi⟩中测得物理量 A的平均值是一定的，而各个态 |ψi⟩出现的的概率
pi又是一定的，前者量子力学上的，后者是统计上的。故一个物理量求平均值时要通过两次平均

手续：第一次是量子力学的平均，求出 A在每一个态 ψi中的平均值 ⟨ψi|A|ψi⟩；第二次是统计物
理的平均，再求出各个量子平均以不同概率 pi出现时的平均，即

⟨⟨A⟩⟩ =
∑
i

pi⟨ψi|A|ψi⟩ (3.169)

取一组基矢 {|n⟩}，利用其完备关系
∑

n |n⟩⟨n| = 1，有

⟨⟨A⟩⟩ =
∑
n

∑
i

pi⟨ψi|n⟩⟨n|A|ψi⟩ =
∑
n

⟨n|A

[∑
i

⟩ψ|pi⟨ψi|

]
|n⟩ (3.170)

pi是个常数，位置随便放，当然它还是受求和号制约的，放在中间好看些吧。位置变换跟纯态中

的讨论一样。令

ρ =
∑
i

|ψi⟩pi⟨ψi| 或写成 ρ =
∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|

(∑
i

pi = 1

)
(3.171)

则

⟨⟨A⟩⟩ =
∑
n

⟨n|Aρ|n⟩ = tr(Aρ) (3.172)

ρ定义为密度算符，它由混态完全决定，故也可以用密度算符 ρ描述混态。至此，就可以统一纯

态和混态的描述形式了。

（2）物理量 A在混态中取值 aj 的概率Wj，或者说混态处于本征态 |ai⟩的概率Wj

这个概率由两部分组成，一个是在每个态中测到 aj 的概率，这是量子力学概率；另一个是

每个态出现的概率，这是统计概率。物理量 A在混态中取值 aj 的概率Wj 就是量子力学的概率

与统计物理的概率的乘积之和，即

Wj =
∑
i

|⟨aj |ψi⟩|2 pi =
∑
i

⟨aj |ψi⟩⟨ψi|aj⟩pi =
∑
i

⟨aj |ψi⟩pi⟨ψi|aj⟩ = ⟨aj |ρ|aj⟩ (3.173)

可以看出，物理量 A在混态中取值 aj 的概率Wj，或者说混态处于本征态 |ai⟩的概率Wj，就是

密度算符在物理量 A表象下的相应的矩阵元。至此，也预示着物理量在纯态和混态中取值概率

的统一描述。

10本征态 |ai⟩中的平均值
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3.5.4 密度矩阵的物理意义

密度算符在一个具体表象中的矩阵称为密度矩阵。在薛定鄂绘景中的密度矩阵是含时的，而

在海森伯绘景中，密度矩阵则是不含时的。密度矩阵中的“密度”一词是历史上形成的，并不贴

切，不必深究。设 K表象的基矢为 {|n⟩|m⟩ · · · }，则K 表象中的密度矩阵为

ρmn = ⟨m|ρ|n⟩ =
∑
i

⟨m|ψi⟩pi⟨ψi|n⟩ (3.174)

如果参与构成混合态的都是物理K的本征态，则这个混合态在K表象中的密度矩阵是对角矩阵，

其对角元是相应本征态的权重 pi11。通常情况下，|ψi⟩是系统的哈密顿的本征态。也就是说，密
度矩阵的演化反应的是系统哈密顿各本征态权重的演化，即各本征值权重的演化。如果一个系

统是两能级系统，测到基态和激发态的概率和必然为一（这个系统就这两态）。如果基态的概率

随着时间的演化在减小，激发态的概率必然增大，这不就反应了系统从基态到激发态吗？这不就

是能量传输吗。

纯态的密度算符（Density Operator）定义是

ρ ≡ |ψ⟩⟨ψ| (3.175)

在选定的希尔伯特空间下，将量子态 |ψ⟩用本征函数系 {|n⟩}展开，有

|ψ⟩ =
∑
n

cn|n⟩ (3.176)

其厄米式为

⟨ψ| =
∑
n

c∗n⟨n| (3.177)

代入密度算符的定义式，有

ρ =
∑
n,m

cnc
∗
m|n⟩⟨m| (3.178)

密度算符的矩阵元是

⟨n|ρ|m⟩ = ⟨n|

(∑
n,m

cnc
∗
m|n⟩⟨m|

)
|m⟩ =

∑
n,m

cnc
∗
m⟨n|n⟩⟨m|m⟩ =

∑
n,m

cnc
∗
m (3.179)

从 cnc
∗
m12可以看出，密度算符的对角矩阵元就是物理量 A处于各本征态的概率，也是物量 A的

取值概率。于是我们也就知道了，密度算符、密度矩阵的物理意义，描述的 A表象下 ψ 态处于

各本征态的概率分布。这个概率分布由密度矩阵元的对角元来描述，c1c∗1 描述处于第一本征态

（通常是基态）的概率，c2c∗2 描述处于第二本征态（通常是第一激发态）的概率，⋯⋯写成矩阵

的形式为

ρ =



c1c
∗
1 c1c

∗
2 · · · c1c∗m · · ·

c2c
∗
1 c2c

∗
2 · · · c2c∗m · · ·

...
... . . . ... · · ·

cnc
∗
1 cnc

∗
2 · · · cnc∗m · · ·

...
...

...
... · · ·


(3.180)

11|ψi⟩是混态下的第 i态。

12cn, cm 是物理量 A所处表象本征函数系前的系数
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3.5.5 复合密度矩阵

复合密度矩阵来自于定义在两个不同空间（不同基矢等）的密度矩阵相乘，通俗来说研究的

系统需要两个不同的事物来描述，如接下来的示例中，双粒子系统由一个电子和一个质子的自

旋共同来描述，这时需要用到复合密度矩阵来表示。这里先用两个两能级密度矩阵来演示什么

是直积。设这两个密度矩阵为

ρA =
1

2

1 1

1 1

 ρB =
1

2

 1 −1
−1 1

 (3.181)

它们的直乘为

ρAB = ρA ⊗ ρB =
1

4


1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

 (3.182)

是以 ρA的元素与 ρB 的整个矩阵相乘。

练习示例 13 设有一个双粒子系统，第一个是电子，第二个是质子。设在二粒子的自旋空间

的直积空间中，4个基矢的次序及定义如下：

|χ1⟩ = |++⟩ = |χ+⟩1 ⊗ |χ+⟩2 =

1

0


1

⊗

1

0


2

=


1

0

0

0

 (3.183)

|χ2⟩ = |+−⟩ = |χ+⟩1 ⊗ |χ−⟩2 =

1

0


1

⊗

0

1


2

=


0

1

0

0

 (3.184)

|χ3⟩ = | −+⟩ = |χ−⟩1 ⊗ |χ+⟩2 =

0

1


1

⊗

1

0


2

=


0

0

1

0

 (3.185)

|χ4⟩ = | − −⟩ = |χ−⟩1 ⊗ |χ−⟩2 =

0

1


1

⊗

0

1


2

=


0

0

0

1

 (3.186)

注意：上面直积的计算，不要算错了。14取这个双粒子系统的一个纯态

|ψ⟩ = 1

2

(
|++⟩

√
2 + |+−⟩+ | − −⟩

)
(3.187)

求其中电子自旋的平均值。

13喀兴林量子力学 P203

14很多问题看似简单，但不动手推一推还真发现不了问题。
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解：这个系统的态矢量的矩阵形式是

|ψ⟩ = 1

2

(
|++⟩

√
2 + |+−⟩+ | − −⟩

)
=

1

2


√
2


1

0

0

0

+


0

1

0

0

+


0

0

0

1



 =
1

2


√
2

1

0

1

 (3.188)

密度矩阵是

ρ = |ψ⟩⟨ψ| = 1

4


√
2

1

0

1


(√

2 1 0 1
)
=

1

4


2
√
2 0
√
2

√
2 1 0 1

0 0 0 0
√
2 1 0 1

 (3.189)

有两个思路得到电子自旋的平均值。

方法一：将电子自旋算符扩展到整个直积空间。即

S1x = sx ⊗ 1(2) =
~
2

0 1

1 0

⊗
1 0

0 1

 =
~
2


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

 (3.190)

S1y = sy ⊗ 1(2) =
~
2

0 −i
i 0

⊗
1 0

0 1

 =
~
2


0 0 −i 0

0 0 0 −i
i 0 0 0

0 i 0 0

 (3.191)

S1z = sz ⊗ 1(2) =
~
2

1 0

0 −1

⊗
1 0

0 1

 =
~
2


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (3.192)

其中 1
(2)是质子自旋空间的单位算符。利用密度矩阵中平均值定义（3.172）式，有

⟨S1x⟩ = Tr(S1xρ) = Tr


~
2


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0


1

4


2
√
2 0
√
2

√
2 1 0 1

0 0 0 0
√
2 1 0 1



 =
~
8

Tr


0 0 0 0
√
2 1 0 1

2
√
2 0
√
2

√
2 1 0 1

 =
~
4

(3.193)

⟨S1y⟩ = Tr(S1yρ) = Tr


~
2


0 0 −i 0

0 0 0 −i
i 0 0 0

0 i 0 0


1

4


2
√
2 0
√
2

√
2 1 0 1

0 0 0 0
√
2 1 0 1



 =
~
8

Tr


0 0 0 0

−
√
2i −i 0 −i

2i
√
2i 0

√
2i

√
2i i 0 i

 = 0

(3.194)
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⟨S1z⟩ = Tr(S1zρ) = Tr


~
2


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


1

4


2
√
2 0
√
2

√
2 1 0 1

0 0 0 0
√
2 1 0 1



 =
~
8

Tr


2 0 0 0
√
2 1 0 1

0 0 0 0

−
√
2 −1 0 −1

 =
~
4

(3.195)

方法二：将密度矩阵约化到电子自旋空间。即采用约化密度矩阵来做。参考（3.222）式，有

ρ(1) =
1

4

3 1

1 1

 (3.196)

于是，得

⟨S1x⟩ = Tr(sxρ(1)) = Tr

~
2

0 1

1 0

 1

4

3 1

1 1

 =
~
8

Tr

1 1

3 1

 =
~
4

(3.197)

⟨S1y⟩ = Tr(syρ(1)) = Tr

~
2

0 −i
i 0

 1

4

3 1

1 1

 =
~
8

Tr

−i −i
3i i

 = 0 (3.198)

⟨S1z⟩ = Tr(szρ(1)) = Tr

~
2

1 0

0 −1

 1

4

3 1

1 1

 =
~
8

Tr

 3 1

−1 −1

 =
~
4

(3.199)

得解。

纠缠的产生：我认为纠缠的产生是由于全同粒子可以交换造成的。对于多粒子系统，例如双

粒子系统，一个是电子，一个是质子，显然不是全同粒子，我们可以区分这两个粒子。而对于双

电子，因为是全同粒子，我们无法分清哪个是哪个，也就无法确定各自的概率，我们就形象的称

这两个电子纠缠了。

3.5.6 密度矩阵的性质

一般的混合态

ρ =
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi|,
∑
i

Pi = 1 (3.200)

|ψi⟩(i = 1, 2, 3, · · · )是参与构成混合态的那些态，Pi是相应的权重。通常 |ψi⟩是系统的哈密顿的
各个本征态。因此 {|ψi⟩} 构成一组基矢，但当哈密顿有简并的本征值时，|ψi⟩ 未必是相互正交
的。所以在下面混合性质的讨论和证明中，尽可能不用 {|ψi⟩} 相互正交的条件，也不要求它们
一定线性无关，只要求它们是归一化的。对于纯态 ρ = |ψα⟩⟨ψα|，只要取 Pi = δiα即可。

1.密度矩阵是厄米矩阵。

ρ = ρ† (3.201)

即

ρnm = ρ∗mn (3.202)

证明：

ρnm = ⟨φn|ρ̂|φm⟩ =
∑
i

⟨φn|ψi⟩Pi⟨ψi|φm⟩ =
∑
i

cin(c
i
m)

∗Pi (3.203)
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其中

cin = ⟨φn|ψi⟩ (cim)
∗ = ⟨ψi|φm⟩ = ⟨φm|ψi⟩∗ (3.204)

同理

ρmn =
∑
i

cim(c
i
n)

∗Pi (3.205)

得证。

2.密度矩阵对角元是非负的：ρnn ⩾ 0。

ρnn =
∑
i

Pi⟨n|ψi⟩⟨ψi|n⟩ =
∑
i

Pi|⟨n|ψi⟩|2 ⩾ 0 (3.206)

3.密度矩阵的迹为 1：Trρ = 1。

对密度矩阵 ρ取迹 Trρ就是对密度矩阵对角元求和，即

Trρ =
∑
n

⟨n|ρ̂|n⟩ (3.207)

将密度算符的具体表达式 ρ̂ =
∑

i |ψi⟩⟨ψi|代入有

Trρ =
∑
n

⟨n|ρ̂|n⟩ =
∑
n

∑
i

⟨n|ψi⟩Pi⟨ψi|n⟩ =
∑
n

∑
i

⟨ψi|n⟩⟨n|ψi⟩Pi

=
∑
i

⟨ψi
∑
n

|n⟩⟨n|ψi⟩Pi =
∑
i

Pi = 1 (3.208)

其中 ⟨n|ψi、⟨ψi|n⟩是数，可以交换；
∑

n |n⟩⟨n| = 1是完备性关系；
∑

i Pi = 1是各混态出现的

概率之和为一。这实际是归一化条件的内在要求。

4.纯态密度矩阵的平方迹为 1，混态密度矩阵的平方迹小于 1： Trρ2 =

= 1, 对纯态

< 1, 对混合态
。

证明：思路一：

Trρ2 =
∑
n

⟨n|ρ̂2|n⟩ =
∑
n

∑
ij

⟨n|ψi⟩Pi⟨ψi|ψj⟩Pj⟨ψj |n⟩ =
∑
n

∑
ij

⟨ψj |n⟩⟨n|ψi⟩⟨ψi|ψj⟩PiPj

=
∑
ij

⟨ψj |ψi⟩⟨ψi|ψj⟩PiPj =
∑
i

Pi

∑
j

|⟨ψi|ψj⟩|2Pj


=
∑
i

PiPi =
∑
i

P 2
i (3.209)

对于纯态，Pi = δiα， ∑
i

P 2
i =

∑
i

δ2iα = 1 (3.210)

对于混态，Pi是一些满足
∑

i Pi = 1数值，∑
i

P 2
i <

(∑
i

Pi

)2

= 1 (3.211)

平方和小于和的平方。

思路二：因为 ρ是厄米矩阵，所以 ρ总可以对角化如下

SρS† = ρ′ =


P ′
1 0 0

0 P ′
2 0

0 0
. . .

 (3.212)

xuanleng.me@gmail.com 141 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me 第三章 矩阵力学

利用算符取迹的性质有

Trρ = Trρ′ =
∑
i

P ′
i = 1, Trρ2 = Trρ′2 =

∑
i

P ′
i
2 (3.213)

其余讨论与思路一相同。

得证。

5. Schwartz inequality: ρnnρmm

= |ρnm|2, 对纯态

> |ρnm|2, 对混合态
。

具体证明见Mukamel的书 49页。

3.5.7 约化密度矩阵

约化密度矩阵，顾名思义，简化后的密度矩阵。简化当然是为了方便，其方便之处将在下面

讨论。常常有这样的情况：有一个大系统，而希望求平均值的那个物理量只与系统的一部分有

关。例如在两粒子 1、2构成的系统中，希望求粒子 1的某一物理量 F (1)的平均值。设粒子 1和

2各有一组基矢 {|φi⟩}和 {|χm⟩}，则在 1、2两粒子空间的直积空间中，系统的态矢的一般形式

是

|ψ⟩ =
∑
i

∑
m

cim|φi⟩|χm⟩ (3.214)

为使 |ψ⟩归一化，系数 cim应满足 ∑
i

∑
m

∣∣cim∣∣2 = 1 (3.215)

处于纯态 |ψ⟩时，系统的密度算符是

ρ = |ψ⟩⟨ψ| =
∑
i′i

∑
m′m

ci′m′c∗im|φi′⟩|χm′⟩⟨φi|⟨χm| (3.216)

密度矩阵元为

ρi′m′,im = ci′m′c∗im (3.217)

现在求粒子 1的物理量 F (1)的平均值，根据密度算符中的 ⟨A⟩ = trAρ，有

⟨F (1)⟩ = tr[F (1)ρ] =
∑
j′n′

⟨φj′ |⟨χn′ |F (1)ρ|φj′⟩|χn′⟩

=
∑
j′j

∑
n′n

⟨φj′ |⟨χn′ |F (1)|φj⟩|χn⟩⟨φj |⟨χn|ρ|φj′⟩|χn′⟩ ¬

=
∑
j′j

∑
n′n

⟨φj′ |F (1)|φj⟩⟨χn′ |χn⟩⟨φj |⟨χn|ρ|χn′⟩|φj′⟩ ­

=
∑
j′j

∑
n

⟨φj′ |F (1)|φj⟩⟨φj |⟨χn|ρ|χn⟩|φj′⟩ ®

=
∑
j′j

⟨φj′ |F (1)|φj⟩⟨φj |
∑
n

⟨χn|ρ|χn⟩|φj′⟩

=
∑
j′j

⟨φj′ |F (1)|φj⟩⟨φj |tr2ρ|φj′⟩ ¯

= tr1[F (1)tr2ρ]

= tr1[F (1)ρ(1)] (3.218)

xuanleng.me@gmail.com 142 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me

¬插入完备关系
∑

jn |φj⟩|χn⟩⟨φj |⟨χn| = 1;

­移项，量子力学中是不能随便移项的，要注意算符，还要注意对易关系，这里 {|χm⟩}是粒子
2的基矢与粒子 1无关，所以可以移开；

®因为完备性关系，对于 ⟨χn′ |χn⟩要么 n = n′时为 1,要么 n ̸= n′时为 0，这就决定了对 nn′求

和中只留下 n = n′项；

¯观察 ⟨φj′ |F (1)|φj⟩和 ⟨φj |ρ(1)|φj′⟩是矩阵元且对称的，对于所有项，它们相乘实质是矩阵相
乘。

∑
j′j 是对相乘得到的所有矩阵元求和。这在数学上是对矩阵求迹15。

其中，令

ρ(1) = tr2ρ =
∑
n

⟨χn|ρ|χn⟩ (3.219)

tr2ρ的意思是只对粒子 2取迹，取迹后的 ρ(1)仍是粒子 1空间中的算符，称为描写粒子 1的约

化密度算符，它在粒子 1的某一表象（例如以 {|φi⟩}为基矢的表象）中的矩阵，称为描写粒子
1的约化密度矩阵。其实质就是对整个系统除关心的子系统外的系统求迹，得到的就是能反映关

心子系统状态的约化密度矩阵。也就是说对什么求迹，就是消除什么影响。

在开放的量子力学系统中，整个系统 T（Total）通常分为两部分，一部是我们所关心的子系

统，用 S（System）表示；另一部是环境或称为热库，用 B（Bath）表示。设整个系统 T的密度

矩阵为 ρT (t)。对于我们关系的子系统，只需将整个系统的密度矩阵对环境部分取迹，即

ρS(t) = trB{ρT (t)} (3.220)

就得到能反映子系统的约化密度矩阵。实际中这样的情况有，如：被蛋白质包围的少数色素分子

的动力学。如果我们想知道这个子系统 S中的力学量 A的平均值，则有

⟨A⟩ = trT (AρT ) = trS{AtrB(ρT )} = trS(AρS) (3.221)

接下来，我们将用（3.182）来说明什么是约化密度矩阵。约化密度矩阵取决于对那部分量

取迹，如

ρA = TrB(ρAB) = TrB
1

4


1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

 =
1

4



1 1

+ +

1 1

1 1

+ +

1 1


=

1

2

1 1

1 1

 (3.222)

而对 A取迹为

ρB = TrA(ρAB) = TrA
1

4


1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

 =
1

4



 1 −1
−1 1


+  1 −1

−1 1





15见维基求迹
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=
1

2

 1 −1
−1 1

 (3.223)

可见通过约化密度矩阵可以提取出我们所关注的物理量的密度矩阵。

3.5.8 热平衡密度矩阵

热平衡密度矩阵是密度矩阵的一个重要应用。处于一定外界环境下的多粒子系统，它的状

态可以是哈密顿算符 H 的任何一个本征态 |ψn⟩

H|ψn⟩ = En|ψn⟩ (3.224)

在统计物理中，系统处于热力学平衡时，正则系综是一个混合态，其参与态是全部的 |ψn⟩，参与
的概率为

pn = e−βEn (3.225)

式中 β = 1
kBT
，kB 为玻尔兹曼常数，T 为绝对温度，En是对应能量本征态的能量本征值。于是

这个混合态的密度矩阵为

ρeq =
∑
n

pn|ψn⟩⟨ψn| =
1

Z

∑
n

e−βEn |ψn⟩⟨ψn| (3.226)

因为 pn 没有归一化，式中 Z 是一个保证 1
Z

∑
n ρn = 1的常数，或者说是保证 trρeq = 1的常数。

由于 |ψn⟩是 H 的本征矢量，上式中的 En可以换成算符 H 16，于是 ρeq 可以改写成

ρeq =
e−βH

Z
(3.227)

因为 trρeq = 1，有

tr
(
1

Z
e−βH

)
= 1 =⇒ Z = tre−βH (3.228)

Z 称为系统的配分函数。于是正则系综的密度矩阵又可以写成

ρeq =
e−βH

tre−βH
(3.229)

ρeq 和 Z 的表达式是正则系综理论的基础。

3.6 刘维尔—冯诺依曼方程：密度矩阵的演化

3.6.1 推导方式一

在薛定鄂绘景中，密度算符是一个含时算符，即 ρ(t)，这里简写为 ρ。对于纯态 ρ = |ψ⟩⟨ψ|，
d

dt
ρ =

d

dt
(|ψ⟩⟨ψ|) =

(
d

dt
|ψ⟩
)
· ⟨ψ|+ |ψ⟩ ·

(
d

dt
⟨ψ|
)

(3.230)

由薛定鄂方程 i~
d

dt
|ψ⟩ = Ĥ|ψ⟩有

d

dt
|ψ⟩ = −

i

~
Ĥ|ψ⟩ (3.231)

16e−βH 做泰勒展开就知道了
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及其共轭

d

dt
⟨ψ| =

i

~
⟨ψ| (3.232)

代入（3.230）式，有
d

dt
ρ = − i

~
Ĥ|ψ⟩⟨ψ|+ i

~
|ψ⟩⟨ψ|Ĥ (3.233)

代入密度算符，有
d

dt
ρ = − i

~
Ĥρ+

i

~
ρĤ = − i

~
(Ĥρ+ ρĤ) = − i

~
[Ĥ, ρ] (3.234)

即
d

dt
ρ = − i

~
[Ĥ, ρ] 或 i~

d

dt
ρ = [Ĥ, ρ] (3.235)

这是密度算符的运动方程17，称为刘维尔-冯诺依曼方程，它反映的是密度算符随时间的演化。在矩

阵力学中，密度算符变成密度矩阵，反映的是密度矩阵随时间的演化。对于混态ρ =
∑

i Pi|ψi⟩⟨ψi|，
刘维尔—冯诺依曼方程同样成立，多了个概率权重，但不会影响整体形式。

3.6.2 推导方式二

对密度矩阵的时间演化算符形式（3.308）的时间求导，并结合（3.285）式，可得
d

dt
ρ(t) = − i

~
[Ĥ(t), ρ(t)] (3.236)

通常还改写为
d

dt
ρ(t) = L(t)ρ(t) (3.237)

其中

L· ≡ − i
~
[Ĥ(t), ·] (3.238)

被称为刘维尔超算符。超算符是一个四阶张量，将一个算符投影成另一个算符。有点像，算符将

一个态矢量投影成为另一个态矢量。

3.6.3 相互作用绘景下的形式

首先薛定鄂绘景下的刘维尔方程为
∂

∂t
ρ̂(t) = − i

~
[ĤS + ĤB + Ĥ ′, ρ̂(t)] = − i

~
[Ĥ0 + Ĥ ′, ρ̂(t)] (3.239)

用下标 I 表示相互作用绘景，而无标识的默认是薛定鄂绘景，于是相互作用绘景下的密度算符

为

ρ̂I(t) ≡ e
iĤ0t
ℏ ρ̂(t)e−

iĤ0t
ℏ ρ̂(t) ≡ e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ (3.240)

将 ρ̂(t) ≡ e−
iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ 代入薛定鄂绘景下的刘维尔方程中有

∂

∂t

(
e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ

)
= − i

~

[
Ĥ0 + Ĥ ′, e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ

]
(3.241)

方程左边展开为
∂

∂t

(
e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ

)
= − i

~
Ĥ0e

− iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ + e−

iĤ0t
ℏ

(
∂

∂t
ρ̂I(t)

)
e

iĤ0t
ℏ +

i

~
e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ Ĥ0

17随时间变化，当然是在动了
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= − i
~

(
Ĥ0e

− iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ − e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ Ĥ0

)
+ e−

iĤ0t
ℏ

(
∂

∂t
ρ̂I(t)

)
e

iĤ0t
ℏ

= − i
~

[
Ĥ0, e

− iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ

]
+ e−

iĤ0t
ℏ

(
∂

∂t
ρ̂I(t)

)
e

iĤ0t
ℏ (3.242)

方程右边展开为

− i
~

[
Ĥ0 + Ĥ ′, e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ

]
= − i

~

[
Ĥ0, e

− iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ

]
− i

~

[
Ĥ ′, e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ

]
(3.243)

等式左右两边约去下划线的部分，有

e−
iĤ0t
ℏ

(
∂

∂t
ρ̂I(t)

)
e

iĤ0t
ℏ = − i

~

[
Ĥ ′, e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ

]
(3.244)

等式左右两边分别左乘 e
iĤ0t
ℏ ，右乘 e−

iĤ0t
ℏ ，有

e
iĤ0t
ℏ · e−

iĤ0t
ℏ

(
∂

∂t
ρ̂I(t)

)
e

iĤ0t
ℏ · e

−iĤ0t
ℏ = − i

~
e

iĤ0t
ℏ ·

[
Ĥ ′, e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ

]
· e

−iĤ0t
ℏ (3.245)

∂

∂t
ρ̂I(t) = −

i

~

[
e

iĤ0t
ℏ Ĥ ′e

−iĤ0t
ℏ , e

iĤ0t
ℏ e−

iĤ0t
ℏ ρ̂I(t)e

iĤ0t
ℏ e

−iĤ0t
ℏ

]
= − i

~

[
e

iĤ0t
ℏ Ĥ ′e

−iĤ0t
ℏ , ρ̂I(t)

]
(3.246)

即
∂

∂t
ρ̂I(t) = −

i

~

[
e

iĤ0t
ℏ Ĥ ′e

−iĤ0t
ℏ , ρ̂I(t)

]
(3.247)

简写为
∂

∂t
ρ̂I(t) = −

i

~

[
Ĥ ′

I(t), ρ̂I(t)
]

Ĥ ′
I(t) ≡ e

iĤ0t
ℏ Ĥ ′e

−iĤ0t
ℏ (3.248)

这就是相互作用绘景下的刘维尔方程。

3.7 绘景

从数学上说，改变绘景的目的，选择适当的“含时”幺正变换，使得在新的绘景中为解决某

一具体问题带来一些方便。量子力学中的幺正变换，有三层意思：一、幺正变换都是等效的；二、

不含时幺正变换是表象变换；三、含时幺正变换称为绘景变换。具体展开就是

量子力学中的各种关系式，可以直接用矢量和算符表示，也可以取不同的表象，用矩阵表

示（一旦写成矩阵形式，一定是在具体表象下）。

不同表象中的矢量和算符，通过一个不含时间的幺正矩阵 Uiα = ⟨εi|να⟩、U †
αi = ⟨να|εi⟩联

系起来。一个关系式在不同表象中的形式是完全平行和等价的。

取一个含时间的幺正算符 U(t)，作用在所有的矢量和算符上，按 |ψ′⟩ = U |ψ⟩、|φ′⟩ = U |φ⟩
和 A′ = UAU−1的方式进行幺正变换。这样也会得到另一套完全平行和等价的关系式，但

其形式会发生较大的变化。这时我们说，幺正变换 U(t)使我们得到量子力学关系式的另一

个绘景。

从物理上说，就是如何看待观测量或力学量的平均值。绘景反映人们如何看待量子动力学

过程（或量子力学中的“含时”过程），因而产生对观测量的不同看法。在早期量子力学建立过

程中，存在两个阵营，波动力学和矩阵力学阵营，并最终被狄拉克统一。波动力学关注点在波函

数 ψ(t)上，而矩阵力学关注点在观测量 A(t)上。
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例如，对于一个观测量，有

⟨A(t)⟩ = ⟨ψ(t)|A|ψ(t)⟩ = ⟨ψ(t0)|U †(t, t0) ·A · U(t, t0)|ψ(t0)⟩ (3.249)

很明显，在处理含时关系过程中，可以有两种等效的方式。一种是波函数 |ψ⟩含时的，|ψ(t)⟩ =
U(t, t0)|ψ(t0)，称为薛定鄂绘景。另一种是物理量算符 Â含时的，Â(t) = U † · A · U，称为海森
堡绘景。

3.7.1 薛定鄂绘景

薛定鄂绘景的特点就是态矢量是含时的，并且服从薛定鄂方程

i~
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ|ψ(t)⟩ (3.250)

而算符一般则是不含时的（也可以是一些含时的微扰），这样就有

i~
∂

∂t
Â = 0 (3.251)

在薛定鄂绘景中还可以取各种表象，每一种表象都同一组特定的基矢相联系，而基矢是不含时

的。设想我们去看希尔伯特空间，我们应该看到，描写状态的态矢量都是按一定规律运动的，而

每一组基矢则是静止的。态矢量的各种表象，不论写成矩阵形式或是函数形式，都是随时间变化

的，因为它们是运动的态矢量在静止基矢上的分量。

力学量的平均值为

⟨Â(t)⟩ = ⟨ψ(t)|Â|ψ(t)⟩ (3.252)

力学量的平均值随时间演化方程（（2.138）式）为

∂

∂t
⟨Â⟩ =

i

~
⟨[Ĥ, Â]⟩ (3.253)

3.7.2 海森堡绘景

当系统的哈密顿量 H 不含时间时，可以建立海森堡绘景：保持希尔伯特空间中的基矢框架

不动，将 |ψ(t)⟩连同所有描写物理量的算符 A，全部进行一次含时的幺正变换。含时幺正变换是

由系统的时间演化算符 U(t, t0)的逆算符去进行，

U †(t, t0) = U(t0, t) = e
i
ℏH(t−t0) (3.254)

若 H 本身含时间，则此式不成立，无法建立海森堡绘景。这样变换后的态矢量和算符为海森堡

绘景中的态矢量和算符，记作 |ψ⟩H 和 AH(t)。由（3.249）式，有

AH(t) = U †(t, t0) ·AS · U(t, t0) (3.255)

需要特别注意的是，薛定鄂绘景下物理量算符 A 可能是含时的，而且经常省略绘景标识，即

A(t)S = A(t)。但是它也可以有海森堡绘景下的含时形式，所以这种情况一定要注意区分。海森

堡绘景下的波函数则为

|ψ⟩H = U †(t, t0)|ψ(t)⟩S = U †(t, t0)U(t, t0)|ψ(t0) = |ψ(t0)⟩ (3.256)

可见幺正变换(3.254)把薛定鄂绘景下的任何时刻的态矢量都变回初态的态矢量。
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在海森堡绘景中波函数是不含时的，有

i~
∂

∂t
|ψ⟩H = 0 (3.257)

而算符是含时，它的运动方程为

i~
∂

∂t
AH(t) = i~

∂

∂t

(
e

i
ℏHtASe−

i
ℏHt
)

= −He
i
ℏHtASe−

i
ℏHt + e

i
ℏHtASe−

i
ℏHtH

= −HAH(t) +AH(t)H

= −[H,AH(t)] (3.258)

即
∂

∂t
AH(t) =

i

~
[H,AH(t)] (3.259)

这就是海森堡绘景中的运动方程。它描写了算符 AH(t)随时间变化的规律，称为海森堡方程。

3.7.3 相互作用绘景

当系统的哈密顿量 HS 可以分成两部分

HS = HS
0 +H ′S (3.260)

其中主要部分 HS
0 不含时间而又经过充分研究，且微扰部分 H ′S 只给较小影响时（H ′S 可以含

时），可以建立一种新的绘景，称为相互作用绘景。可见，相互作用绘景常用来处理微扰情形的。

相互作用绘景仍然是一种看待观测量动力学过程的形式。为了简化，将时间零点设为 0，进一步

展开（3.249）式，有

⟨A(t)⟩ = ⟨ψ(0)|U †(t)ASU(t)|ψ(0)⟩

= ⟨ψ(0)|U †(t) · U0(t)U
†
0(t) ·A

S · U0(t)U
†
0(t) · U(t)|ψ(0)⟩

= ⟨ψ(0)|U †(t)U0(t) · U †
0(t)A

SU0(t) · U †
0(t)U(t)|ψ(0)⟩

= ⟨ψ(t)|SU0(t) · U †
0(t)A

SU0(t) · U †
0(t)|ψ(t)⟩

S (3.261)

如果将总系统的时间演化算符进一步写为（3.294）式，U(t) = U0(t) · UI(t)。展开（3.249）式，

有

⟨A(t)⟩ = ⟨ψ(0)|U †(t)ASU(t)|ψ(0)⟩

= ⟨ψ(0)|U †(t) · U0(t)U
†
0(t) ·A

S · U0(t)U
†
0(t) · U(t)|ψ(0)⟩

= ⟨ψ(0)|U †(t)U0(t) · U †
0(t)A

SU0(t) · U †
0(t)U(t)|ψ(0)⟩

= ⟨ψ(0)|U †
I (t)U

†
0(t)U0(t) · U †

0(t)A
SU0(t) · U †

0(t)U0(t)UI(t)|ψ(0)⟩

= ⟨ψ(0)|U †
I (t) · U

†
0(t)A

SU0(t) · UI(t)|ψ(0)⟩ (3.262)

或直接得到

⟨A(t)⟩ = ⟨ψ(0)|U †(t)ASU(t)|ψ(0)⟩

= ⟨ψ(0)|U †
I (t)U

†
0(t)A

SU0(t)UI(t)|ψ(0)⟩

= ⟨ψ(0)|U †
I (t) · U

†
0(t)A

SU0(t) · UI(t)|ψ(0)⟩ (3.263)
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可见，相互作用绘景中的波函数 |ψ(t)⟩I 和算符 AI(t)是用 H0 的演化算符 U0(t) = e−
i
ℏ tH

S
0 的逆

算符 U0(t)
−1 = U0(t)

† = e
i
ℏ tH

S
0 对薛定鄂绘景中的 |ψ(t)⟩S 和 AS 进行幺正变换得到

|ψ(t)⟩I = U †
0(t)|ψ(t)⟩

S = e
i
ℏ tH

S
0 |ψ(t)⟩S (3.264)

= U †
0(t)U(t)|ψ(0)⟩S = U †

0(t)U0(t) · UI(t)|ψ(0)⟩S = UI(t)|ψ(0)⟩S (3.265)

AI(t) = U †
0(t)A

SU0(t) = e
i
ℏ tH

S
0 ASe−

i
ℏ tH

S
0 (3.266)

（1）态矢量运动方程 对（3.264）求导，有

i~
∂

∂t
|ψ(t)⟩I = i~

i

~
HS

0 e
i
ℏ tH

S
0 |ψ(t)⟩S + i~e

i
ℏ tH

S
0
∂

∂t
|ψ(t)⟩S

= e
i
ℏ tH

S
0 (−HS

0 )|ψ(t)⟩S + e
i
ℏ tH

S
0

(
i~
∂

∂t
|ψ(t)⟩S

)
= U †

0(t)(−H
S
0 )|ψ(t)⟩S + U−1

0 (t)
(
HS |ψ(t)⟩S

)
= U †

0(t)(−H
S
0 +HS)|ψ(t)⟩S

= U †
0(t)H

′S |ψ(t)⟩S

= U †
0(t)H

′SU0(t)U
−1
0 (t)|ψ(t)⟩S

= H ′
I(t)|ψ(t)⟩I (3.267)

即
d

dt
|ψ(t)⟩I = − i

~
H ′
I(t)|ψ(t)⟩I (3.268)

其中

H ′I(t) = U †
0(t)H

′S(t)U0(t) = e
i
ℏ tH

S
0 H ′S(t)e−

i
ℏ tH

S
0 (3.269)

（2）算符的运动方程 对（3.266）式求导，有
d

dt
AI(t) = − i

~
[HS

0 , A
I(t)] (3.270)

在相互作用绘景中，波函数随时间变化的规律则与薛定鄂绘景中的运动方程相同，但必须

将那里的 H 换成 H ′
I。并参考（3.265）式，说明相互作用绘景中波函数是由微扰驱动的。而算

符随时间变化的规律与海森堡绘景中的运动方程相同，但必须将那里的 H 换成 H0，算符是由

零阶哈密顿量驱动的。这两个特点就是相互作用绘景的优点所在。如果未加微扰的系统经过充

分研究，而海森堡绘景中各算符之间的关系已经求得，则加上微扰后这些关系多数要发生改变。

这时如果采用相互作用绘景，则各算符在相互作用绘景中的关系，与未加微扰系统在海森堡绘

景中的算符关系一样，因此可将那里的公式直接移过来。对于波函数来说，相互作用绘景的运动

方程中只有一个小的微扰算符 H ′
I，便于近似求解。相互作用绘景是介于薛定鄂绘景和海森堡绘

景之间的绘景。对于微扰H ′采用薛定鄂绘景，而对于大的系统哈密顿量H0则采用海森堡绘景。

3.8 时间演化算符

薛定鄂方程是时间的一阶微分方程，因此当初态 |ψ(t0)⟩给定时，原则上即可解出任意时刻
t的状态 |ψ(t)⟩。由此可以定义一个演化算符 Û(t, t0)，使其满足

|ψ(t)⟩ ≡ Û(t, t0)|ψ(t0)⟩ (3.271)
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从数学的角度，这个式子反应的是 |ψ(t)⟩、Û(t, t0)、|ψ(t0)⟩三者的关系。在给定初态 |ψ(t0)⟩的
情况下，具体的 |ψ(t)⟩ 是薛定鄂方程解出的。而具体的薛定鄂方程取决于系统的哈密顿量，故
|ψ(t)⟩取决于系统哈密顿量，于是 Û(t, t0)也取决与系统哈密顿量，即演化算符 Û(t, t0)与系统

哈密顿量 Ĥ 存在一定的关系。

3.8.1 时间演化算符的性质

（1）时间演化算符是幺正算符（unitary）

U †(t)U(t) = I (3.272)

因为

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = ⟨ψ(0)|U †(t)U(t)|ψ(0)⟩ = 1 (3.273)

因而

U †(t) = U−1(t) (3.274)

（2）时间连续性（time continuity）

U(t, t) = I (3.275)

（3）composition property

U(t, t0) = U(t, t1)U(t1, t0) (3.276)

（4）time-reversal

由（3.275）和（3.276）式，有

U(t0, t)U(t, t0) = U(t0, t0) = I (3.277)

再考虑（3.272）式，有

U †(t, t0) = U(t0, t) (3.278)

在系统哈密顿量确定的情况下，U(t, t0)只取决于时间间隔 t − t0。实际运用中，常用 G(t − t0)
表示 U(t, t0)。

3.8.2 哈密顿量不含时情形

将（3.271）式代入哈密顿量不含时的薛定鄂方程（定态薛定鄂方程）得

i~
∂

∂t

(
Û(t, t0)|ψ(t0)⟩

)
= Ĥ

(
Û(t, t0)|ψ(t0)⟩

)
(3.279)

由于 |ψ(t0)⟩不含时，等式两边可以略去，于是得到演化算符满足的微分方程为

i~
∂

∂t
Û(t, t0) = ĤÛ(t, t0) (3.280)

在 t0时刻，由公式(3.271)有

|ψ(t0)⟩ = Û(t0, t0)|ψ(t0)⟩ =⇒ Û(t0, t0) = 1 (3.281)

这是(3.280)的初值。当 Ĥ 不显含时间时，公式(3.280)的解为 18

Û(t, t0) ≡ e−
i
ℏ Ĥ(t−t0) (3.282)

18eA ≡ 1 +A+ A2

2
+ A3

6
+ · · · = 1 +

∑∞
n=1

An

n!
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取初始时刻 t0为 0时刻，t0 = 0，有

Û(t, 0) ≡ e−
i
ℏ Ĥt (3.283)

这就是当 Ĥ 不显含 t时演化算符的具体形式。这是一个幺正算符，因而知道态矢量的归一化性

质不随时间改变，若 |ψ(t0)⟩是归一化的，则 |ψ(t)⟩对一切时间都是归一化的。这也验证了前面
证明过的波函数归一化不随时间改变。

3.8.3 哈密顿量含时情形

将 (3.271)式代入含时哈密顿量的薛定鄂方程得

i~
∂

∂t
Û(t, t0)|ψ(t0)⟩ = Ĥ(t)Û(t, t0)|ψ(t0)⟩ (3.284)

即

i~
∂

∂t
Û(t, t0) = Ĥ(t)Û(t, t0) (3.285)

两边进行定积分，有

U(t, t0) = 1− i

~

∫ t
t0

H(τ)U(τ, t0)dτ (3.286)

采用迭代展开

U(τ, t0) = 1− i

~

∫ τ
t0

H(τ1)U(τ1, t0)dτ1 (3.287)

...

有

U(t, t0) ≡ 1 +

∞∑
n=1

(
− i
~

)n ∫ t
t0

dτn

∫ τn
t0

dτn−1 · · ·
∫ τ2
t0

dτ1H(τn)H(τn−1)H(τn−2) · · ·H(τ1) (3.288)

其中 t ⩾ τn ⩾ τn−1 · · · ⩾ τ1 ⩾ · · · t0。简写成

U(t, t0) ≡ exp+

[
− i
~

∫ t
t0

H(τ)dτ

]
(3.289)

注意 exp+ 只是个表示符号，表示时序展开（time-order expansion）。可见，当哈密顿量不含时

H(τ)→ H 时，

U(t, t0) ≡ exp+

[
− i
~
H

∫ t
t0

dτ

]
= e−

i
ℏ Ĥ(t−t0) (3.290)

此时（3.289）式简化为（3.282）式。虽然（3.289）式不是严格的指数，但是由指数形式构成。就

想到做级数展开只考虑前几项进行简化求解。但是这里是不对的，做级数展开并截断的前提是

对小量展开，对收敛的指数展开。所以（3.289）式只是个形式解，没办法直接使用。需要进入到

相互作用绘景，对微小量（微扰）进一步处理。

时序时间演化算符的共轭则表示为

U †(t, t0) = exp−

[
i

~

∫ t
t0

H(τ)dτ

]
(3.291)

具体展开为

U †(t, t0) ≡ 1 +

∞∑
n=1

(
i

~

)n ∫ t
t0

dτn

∫ τn
t0

dτn−1 · · ·
∫ τ2
t0

dτ1H(τn)H(τn−1)H(τn−2) · · ·H(τ1) (3.292)
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3.8.4 相互作用绘景下的时间演化算符

对于系统哈密顿量，可以写成如下形式

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′(t) (3.293)

其中 Ĥ0是不含时的零阶哈密顿量，而且是可以完全求解的。设时间零点为 0，根据（3.283）式，

它的时间演化算符为 U0(t) = e−
i
ℏ Ĥ0t。Ĥ ′(t) 是微扰项，可以是含时的。为了保证有效，需要

|H ′(t)| ≪ |H0|。这样令总的时间演化算符为

U(t) = U0(t) · UI(t) (3.294)

其中零阶哈密顿量的时间演化算符满足

i~
∂

∂t
U0(t) = H0U0(t) (3.295)

将 U(t)代入时间演化算符方程（3.285）式

i~
∂

∂t
Û(t) = ĤÛ(t) (3.296)

等式左边，有

L.H.S. = i~
[(

∂

∂t
U0

)
UI + U0

∂

∂t
UI

]
= H0U0UI + i~U0

∂

∂t
UI (3.297)

于是整个等式为

H0U0UI + i~U0
∂

∂t
UI = (H0 +H ′(t))U0UI (3.298)

消掉相同项，有

i~U0
∂

∂t
UI = H ′(t)U0UI (3.299)

左乘 U †
0，有

U †
0 i~U0

∂

∂t
UI = U †

0H
′(t)U0UI (3.300)

定义相互作用绘景下含时算符为

H ′
I(t) = U †

0(t)H
′(t)U0(t) (3.301)

有
∂

∂t
UI(t) = −

i

~
H ′
I(t)UI(t) (3.302)

同（3.289）式，将 UI(t)写成积分形式，有

UI(t, t0) = exp+

[
− i
~

∫ t
t0

H ′
I(τ)dτ

]
(3.303)

此时，系统总的时间演化算符为

U(t, t0) = U0(t, t0)UI(t, t0) = U0(t, t0) exp+

[
− i
~

∫ t
t0

H ′
I(τ)dτ

]
(3.304)

具体展开为

U(t, t0) =U0(t, t0) +

∞∑
n=1

(
− i
~

)n ∫ t
t0

dτn

∫ τn
t0

dτn−1 · · ·
∫ τ2
t0

dτ1

U0(t, t0)H
′
I(τn)H

′
I(τn−1)H

′
I(τn−2) · · ·H ′

I(τ1)

=U0(t, t0)−
i

~

∫ t
t0

dτU0(t, t0)U
†
0(τ1, t0)H

′(τ1)U0(τ1, t0)
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− 1

~2

∫ t
t0

dτ2

∫ τ2
t0

dτ1U0(t, t0)U
†
0(τ2, t0)H

′(τ2)U0(τ2, t0)U
†
0(τ1, t0)H

′(τ1)U0(τ1, t0) + · · ·

=U0(t, t0)−
i

~

∫ t
t0

dτ1U0(t, τ1)H
′(τ1)U0(τ1, t0)

− 1

~2

∫ t
t0

dτ2

∫ τ2
t0

dτ1U0(t, τ2)H
′(τ2)U0(τ2, τ1)H

′(τ1)U0(τ1, t0) + · · · (3.305)

即

U(t, t0) ≡U0(t, t0) +

∞∑
n=1

(
− i
~

)n ∫ t
t0

∫ τn
t0

dτn−1 · · ·
∫ τ2
t0

dτ1

U0(t, τn)H
′(τn)U0(τn, τn−1)H

′(τn−1) · · ·U0(τ2, τ1)H
′(τ1)U0(τ1, t0) (3.306)

由于H ′(t)是一个小量，现在可以对上式进行近似，比如截断到二阶。等式右边分别称为零

阶、一阶和二阶项。时间演化算符，可以进行图形化表示如下（本质上是一种费曼图）

图 3.1: 时间演化算符各阶项的作用

3.8.5 密度矩阵的时间演化算符形式

对于混态的密度矩阵，其初态为

ρ(t0) =
∑
n

Pn|ψn(t0)⟩⟨ψn(t0)| (3.307)
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t时刻的则为

ρ(t) =
∑
n

PnU(t, t0)|ψn(t0)⟩⟨ψn(t0)|U †(t, t0)

= U(t, t0)ρ(t0)U
†(t, t0) (3.308)

刘维尔空间的密度矩阵为

ρ(t) = exp+

[
− i
~

∫ t
t0

L(t′)dt′
]
ρ(t0) (3.309)

3.9 绝热定理

考虑如下哈密顿量

H = H0 + V (t) (3.310)

在本征基矢（eigenbasis）{α, β, · · · }下为

H =


Eα 0 0

0 Eβ 0

0 0
. . .

+


0 Vαβ(t) · · ·
Vβα 0 · · ·

...
... . . .


在 site basis或说 particle basis {a, b · · · }下为

H =


Ea Hab · · ·
Hba Eb · · ·

...
... . . .

+


0 Vab(t) · · ·

Vva(t) 0 · · ·
...

... . . .


通常情况下，系统内运动的时间尺度可以用本征能量差的倒数或者 site 间的耦合倒数来表

示，即

τsys ≈
~

Eα − Eβ
或者 τsys ≈

~
Hab

(3.311)

理由？

同样与时间相关的哈密顿量影响系统的时间尺度为

τext ≈
~
Vαβ

或者 τext ≈
~
Vab

(3.312)

在一种时间尺度远大于另一种时间尺度的情况下，有不同的方法去计算时间的依赖性。

日常经验就可以告诉我们什么时候采用绝热图像。想象自己坐在一辆汽车中，向空中丢一

个苹果。当汽车突然刹车，我们将看到在惯性的作用下苹果向前掉落。反之当汽车缓慢减速到最

终停止，在汽车里面的表现的是没有任何变化，苹果还是掉落在手中。第二种情况就是采用了绝

热近似，即外界与时间相关的作用变化足够慢以至于系统在随着时间变化的哈密顿量中都不改

变所处的本征态。换句话说，在绝热近似下，虽然系统的哈密顿量随着时间改变，但是外界的作

用比较慢，系统所处的本征态不发生改变，在基态的还在基态，不会跑到第一激发态；在第一激

发态的还在第一激发态，不会变成基态和第一激发态的叠加态。但是既然哈密顿量改变了，所处

的本征态对应的本征波函数和本征能级还是发生了改变的。典型例子就是无限深势阱突然变宽

和缓慢变宽的情况。

在量子力学中，绝热近似的本质内容可以浓缩成定理的形式。
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绝热定理：假设系统的哈密顿量缓慢的从最初的H i形式变化到最终的Hf 形式，则如果系

统初态处于 H i第 n个本征态，那么最终仍处于 Hf 的第 n个本征态。

绝热定理：设 ψn(t0)是含时哈密顿量在 t0 时刻的本征态，即 H(t0)ψn(t0) = En(t0)ψn(t0)。

如果哈密顿量随时间变化很慢，那么态 ψn将随着时间始终作为 H(t)的本征态演化，即

H(t)ψn(t) = En(t)ψn(t) (3.313)

如果系统初态处于 H(t0)的第 n个本征态，那么在任何时候，系统还是处于第 n个本征态。

绝热定理很好定义，听起来也很有道理，但是，不是很容易证明。

含时哈密顿量的波函数的一般表达式为

Ψ(t) =
∑
n

cn(t)e
− i

ℏ
∫t
0 En(t′)dt′ψn(t) (3.314)

为了简化符号，令

e−iθn(t) ≡ e−
i
ℏ
∫t
0 En(t′)dt′ (3.315)

θn(t) =
1

~

∫ t
0
En(t

′)dt′ (3.316)

省略时间标识 t，并采用 Dirac符号，有

|Ψ⟩ =
∑
n

cn|n⟩e−iθn (3.317)

将上式代入含时哈密顿量的薛定鄂方程 i~ ∂
∂tΨ(t) = H(t)Ψ(t)，有

i~

[∑
n

ċn|n⟩e−iθn +
∑
n

cn|ṅ⟩e−iθn +
∑
n

cn|n⟩ · (−iθ̇ne−iθn)

]
=
∑
n

cnEn|n⟩e−iθn (3.318)

即

i~
∑
n

[
ċn|n⟩+ cn|ṅ⟩ −

i

~
Encn|n⟩

]
e−iθn =

∑
n

cnEn|n⟩e−iθn (3.319)

其中

|ṅ⟩ = ∂

∂t
|n⟩ = ∂

∂
ψn(t) (3.320)

θ̇n =
∂

∂t
θn(t) =

1

~
En(t) (3.321)

由

i~|ṅ⟩ = H|n⟩ = En|n⟩ =⇒ |ṅ⟩ − i

~
En|n⟩ = 0 (3.322)

左边等式二、三项相消或左边第三项和右边相消，有∑
n

ċn|n⟩e−iθn = −
∑
n

cn|ṅ⟩e−iθn (3.323)

注意：e−iθn 是在求和符号里面的，不能提出到求和符号外消掉。

两边左乘 ⟨k|，有
ċk = −

∑
n

cn⟨k|ṅ⟩e−i(θn−θk) (3.324)

对含时哈密顿量本征方程 H(t)|n(t)⟩ = En(t)|n(t)⟩，两边求导，有

Ḣ|n⟩+H|ṅ⟩ = Ėn|n⟩+ En|ṅ⟩ (3.325)
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两边左乘 ⟨k|，有
⟨k|Ḣ|n⟩+ ⟨k|H|ṅ⟩ = Ėnδkn + En⟨k|ṅ⟩ (3.326)

利用 H 的厄米性 ⟨k|H = Ek⟨k|，有

⟨k|Ḣ|n⟩+ Ek⟨k|ṅ⟩ = Ėnδkn + En⟨k|ṅ⟩ (3.327)

当 k ̸= n，有

⟨k|Ḣ|n⟩ = (En − Ek)⟨k|ṅ⟩ =⇒ ⟨k|ṅ⟩ = ⟨k|Ḣ|n⟩
En − Ek

(3.328)

代入，有

ċk = −ck⟨k|k̇⟩ −
∑
k ̸=n

cn⟨k|ṅ⟩e−i(θn−θk)

= −ck⟨k|k̇⟩ −
∑
k ̸=n

cn
⟨k|Ḣ|n⟩
En − Ek

e−i/~
∫t
0[En(t′)−Ek(t

′)]dt′ (3.329)

到目前为止，推导都是严格的。现在采用绝热近似，即假设 Ḣ 非常小，也就意味着，系统

哈密顿量随时间变化缓慢，可以略去第二项，有

ċk = −ck⟨k|k̇⟩ (3.330)

移项，积分，有

ck(t) = ck(0) exp

[
i

∫ t
0
⟨k|k̇⟩⟩dt′

]
(3.331)

令

γk(t) ≡ i
∫ t
0

〈
k(t′)| ∂

∂t′
k(t′)

〉
dt′ (3.332)

有

ck(t) = ck(0)e
iγk(t) (3.333)

可见在绝热近似下，概率密度
∣∣ck(t)∣∣2 = ∣∣ck(0)∣∣2并没有发生改变，ck(t)只是多个相位因子。
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参考资料：

费曼、希布斯，《量子力学与路径积分》

侯伯元、云国宏、杨战营，《路径积分与量子物理导引》

苏剑林，《<量子力学与路径积分 >习题解答》

Tobias Brandes, Quantum Dissipation

4.1 量子力学的三种表述形式

从经典力学过渡到量子力学时，有三种表述形式，即波动力学、矩阵力学和路径积分，它们

是等价的。

第一种表述形式是波动力学，由薛定鄂建立。波动力学的形式注重微观粒子的波粒二象性。

量子体系的运动状态由波函数 ψ(x, t)来描述。动力学变量被看成是作用于波函数 ψ(x, t)上的力

学量算符。例如，在坐标表象下，坐标算符 x̂和动量算符 p̂表示为

x̂ = x (4.1)

p̂ = −i~ ∂
∂x

(4.2)

而体系哈密顿量算符 Ĥ 表示为

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x, t) (4.3)

体系的运动状态随时间的演化由薛定鄂方程决定

i~
∂

∂t
ψ(x, t) = − ~2

2m
∇2ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) (4.4)

第二种表述形式是矩阵力学，由海森堡建立。它重视物理可观测量，在可观测量和算符间建

立了对应关系。研究算符的运动方程，包含有对易关系的运算，将经典力学的泊松括号 {, }对应
地过渡为量子对易括号 [, ]来实现量子化，即

i~
d

dt
ρ = [Ĥ, ρ] (4.5)

第三种表述形式是路径积分，由狄拉克和费曼建立。他们着眼于经典作用量和量子力学中

相位之间的关系，重视“传播函数”（或称“传播子”）的作用。其基本物理思想是：“一个粒子

在某一时刻的运动状态决定于它过去所有可能的历史”。

4.2 经典作用量

为简单起见，先只讨论粒子作一维运动的情况。因此，粒子在任一时刻的位置由坐标 x（t

的函数）来给定。这样路径的意义就是函数 x(t)。如果一个粒子在初始时间 ta从点 xa出发，在

时刻 tb 到达终点 xb，我们就说粒子从 a 到达 b，并且函数 x(t) 满足边界条件：x(ta) = xa 和

x(tb) = xb。在量子力学中，得到一个从点 a到点 b的概率幅，通常称为传播子（kernel），也可

以写成K(b, a)。它是端点 a、b间所有轨道的贡献之和。这正与经典力学的情况相反，在经典力
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学中，a和 b之间只存在一个特定的轨道，称为经典轨道，记作 xcl(t)。在给出量子力学的规则

以前，先回顾一下经典力学中的情况。

在所有可能的路径中，一条特定的路径 xcl(t)由适当的条件决定，最小作用量原理是表示这

条件的最精彩的方法之一。也就是说，存在某一个量 S，称之为“作用量”，对每条路径它都能

被计算，经典路径 xcl(t)就是使 S 为最小值的那条。作用量 S 由表达式

S =

∫ tb
ta

L(ẋ, x, t)dt (4.6)

给出。其中 L是体系的拉格朗日量。对于质量为m、在势能 V (x, t)（它是坐标和时间的函数）中

运动的粒子，拉格朗日量为

L =
m

2
ẋ2 − V (x, t) (4.7)

经典路径（极值路径）xcl(t)的形式由变分法决定。注意 xcl(t)是 x(t)的一种特殊情形。设

路径偏离 xcl(t)一个量 δx(t)，且由 x(t)的两个端点是固定的这个条件，有

δx(ta) = δx(tb) = 0 (4.8)

与经典路径对应的作用量 Scl 则称为经典作用量。xcl(t)使作用量 S 是极值的条件为，对于一级

δx(t)，有

δScl = S[xcl + δx]− S[xcl] = 0 (4.9)

利用作用量 S 定义式（4.6）式，有

S[x+ δx] =

∫ tb
ta

L(ẋ+ δẋ, x+ δx, t)dt =

∫ tb
ta

[
L(ẋ, x, t) + δẋ

∂L

∂ẋ
+ δx

∂L

∂x

]
dt

= S[x] +

∫ tb
ta

(
δẋ
∂L

∂ẋ
+ δx

∂L

∂x

)
dt (4.10)

由（4.9）式，有

δScl =

∫ tb
ta

(
δẋcl

∂L

∂ẋcl
+ δxcl

∂L

∂xcl

)
dt = 0 (4.11)

对第一项利用分部积分，有∫ tb
ta

δẋcl
∂L

∂ẋcl
=

∫ tb
ta

∂L

∂ẋcl
dδxcl =

∂L

∂ẋcl
δxcl

∣∣∣tb
ta
−
∫ tb
ta

δxcl
d

dt

(
∂L

∂ẋcl

)
dt (4.12)

于是，得到

δScl =
∂L

∂ẋcl
δxcl

∣∣∣tb
ta
−
∫ tb
ta

δxcl

[
d

dt

(
∂L

∂ẋcl

)
− ∂L

∂xcl

]
dt = 0 (4.13)

考虑到边界条件（4.8）式 δx(t)在端点为 0，方程右边第一项为 0。又考虑到 δxcl可以取任意值。

因此上式成立的条件为
d

dt

(
∂L

∂ẋcl

)
− ∂L

∂xcl
= 0 (4.14)

这就是经典路径满足的欧拉—拉格朗日运动方程。而经典作用量表示为

Scl =

∫ tb
ta

L(ẋcl, xcl, t)dt (4.15)

总的来说，经典作用量求得思路是：将粒子的拉格朗日量（4.7）式，代入经典欧拉—拉格

朗日运动方程（4.14）式，结合边界条件求得经典路径 xcl(t)，将经典路径代回欧拉—拉格朗日

量（4.7）式，对其积分（4.15）式，即得到经典作用量 Scl。
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4.2.1 路径端点处的动量

按经典力学，动量的定义为

p =
∂L

∂ẋ
(4.16)

证明终点 xb处的动量为 (
∂L

∂ẋ

)
x=xb

=
∂Scl
∂xb

(4.17)

在起点 xa处的动量为 (
∂L

∂ẋ

)
x=xa

= −∂Scl
∂xa

(4.18)

证明：这个问题相当于把 xb换成随时变化的 x，也就是说，我们考虑

Scl(x) =

∫ tb
ta

L(xcl, ẋcl, t)dt, x(ta) = xa, x(tb) = x (4.19)

对 x求导
∂

∂x
Scl(x) =

∫ tb
ta

(
∂L

∂xcl

∂xcl
∂x

+
∂L

∂ẋcl

∂ẋcl
∂x

)
dt

=

∫ tb
ta

∂L

∂xcl

∂xcl
∂x

dt+

∫ tb
ta

∂L

∂ẋcl
d

(
∂xcl
∂x

)
=

∫ tb
ta

∂L

∂xcl

∂xcl
∂x

dt+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂x

∣∣∣tb
ta
−
∫ tb
ta

∂xcl
∂x

d

dt

∂L

∂ẋcl
dt

=
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂x

∣∣∣tb
ta
+

∫ tb
ta

(
∂L

∂xcl
− d

dt

∂L

∂ẋcl

)
∂xcl
∂x

dt

=
∂L

∂ẋcl

(∂xcl
∣∣tb
ta
)

∂x
=

∂L

∂ẋcl

∂(x− xa)
∂x

=
∂L

∂ẋcl
(4.20)

倒数第二步利用了欧拉—拉格朗日方程，最后一步是因为 ta、tb、xa、x之间是相互独立的。于

是 (
∂L

∂ẋ

)
x=xb

=
∂Scl
∂xb

(4.21)

同理，令 x(ta) = x，x(tb) = xb，可得(
∂L

∂ẋ

)
x=xa

= −∂Scl
∂xa

(4.22)

得证。

4.2.2 路径端点处的能量

按经典力学，能量定义为

E = ẋp− L (4.23)

证明在终点 xb处的能量的表达式为(
ẋ
∂L

∂ẋ
− L

)∣∣∣∣
x=xb

= −∂Scl
∂tb

(4.24)

而在起点 xa处的能量为
∂Scl

∂ta
。
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证明：考虑 tb为任意变化的 τ 时，Scl(τ)的导数。

Scl(τ) =

∫ τ
ta

L(xcl, ẋcl, t)dt, x(ta) = xa, x(τ) = xb (4.25)

对 τ 求导
∂

∂τ
Scl(τ) = L(xcl, ẋcl, t)

∣∣∣
t=τ

+

∫ τ
ta

∂L

∂τ
dt

= L(xcl, ẋcl, t)
∣∣∣
t=τ

+

∫ τ
ta

(
∂L

∂xcl

∂xcl
∂τ

+
∂L

∂ẋcl

∂ẋcl
∂τ

)
dt

= L(xcl, ẋcl, t)
∣∣∣
t=τ

+

∫ τ
ta

∂L

∂xcl

∂xcl
∂τ

dt+

∫ τ
ta

∂L

∂ẋcl
d

(
∂xcl
∂τ

)
= L(xcl, ẋcl, t)

∣∣∣
t=τ

+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣τ
ta
+

∫ τ
ta

(
∂L

∂xcl
− d

dt

∂L

∂ẋcl

)
∂xcl
∂τ

dt

= L(xcl, ẋcl, t)
∣∣∣
t=τ

+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣τ
ta

= L(xcl, ẋcl, t)
∣∣∣
t=τ

+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣
t=τ
− ∂L

∂ẋcl

∣∣∣
t=ta

∂(xcl|t=ta)
∂τ

= L(xcl, ẋcl, t)
∣∣∣
t=τ

+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣
t=τ
− ∂L

∂ẋcl

∣∣∣
t=ta

∂xa
∂τ

= L(xcl, ẋcl, t)
∣∣∣
t=τ

+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣
t=τ

(4.26)

其中用到欧拉—拉格朗日方程；最后几步中，因为 ta与 τ 无关，所以可以直接交换“取 t = ta”

与“对 τ 求导”的顺序，但不能直接交换“取 t = τ”与“对 τ 求导’’的顺序；
∂xa

∂τ
= 0。另一方

面，对于任意 f(t, τ)，有
df(τ, τ)

∂τ
=
∂f(t, τ)

∂t

∣∣∣
t=τ

+
∂f(t, τ)

∂τ

∣∣∣
t=τ

(4.27)

于是，有
∂xcl
∂τ

∣∣∣
t=τ

+
∂xcl
∂t

∣∣∣
t=τ

=
d

dτ
(xcl
∣∣
t=τ

) =
d

dτ
xcl(τ) =

d

dτ
(xb) = 0 (4.28)

于是
∂

∂τ
Scl(τ) = L(xcl, ẋcl, t)

∣∣∣
t=τ

+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣
t=τ

= L(xcl, ẋcl, t)
∣∣∣
t=τ
− ∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂t

∣∣∣
t=τ

=

(
L− ẋcl

∂L

∂ẋcl

) ∣∣∣
t=τ

(4.29)

即 (
ẋ
∂L

∂ẋ
− L

)∣∣∣∣
x=xb

= −∂Scl
∂tb

(4.30)

同理可证，起点 xa处的能量为
∂Scl

∂ta
。

得证。
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图 4.1: 微观粒子在 tb时刻的运动状态决定于它过去所有可能的历史，故从 (xa, ta)到 (xb, tb)要考虑无限
多路径

4.3 传播子

4.3.1 传播子概述

设粒子在 ta时刻的波函数为 ψ(xa, ta)（为了简单起见，这里采用一维空间形式），则在后一

时刻 tb > ta的波函数为

ψ(xb, tb) =

∫
K(xb, tb;xa, ta)ψ(xa, ta)dxa (4.31)

其中引进了一个传播函数或核（Kernel）函数K(xb, tb;xa, ta)。式中对空间坐标 xa积分，而固定

xa点到 xb点的可能路径也有无限多条，每一条路径对最后几率幅 ψ(xb, tb)都要作出贡献。按照

实验显示的相干效应，彼此线性叠加起来，费曼假定

K(xb, tb;xa, ta) =
∑

所有路径

const exp
{
i
1

~
S[x(t)]

}
(4.32)

其中求和是对 x(t)所有路径求和，S[x(t)]是与路径 x(t)对应的经典作用量

S[x(t)] =

∫ tb
ta

L(ẋ, x, t)dt (4.33)

而

L(ẋ, x, t) = T − V =
m

2
x2 − V (x, t) (4.34)

是体系的拉格朗日函数。S[x(t)]是函数 x(t)的函数，故称为（作用量）“泛函”。作用量具有与谱

朗克常数 ~一样的量纲，恰好使 S
~ 成为无量纲的指数函数的幂。~在这个位置进入理论有深刻

的含义，一方面保证了正确的经典极限，即当 ~ → 0时，由于指数因子的剧烈振荡，（4.32）式

中只有一项的贡献是决定性的，那就是使 S 取极值的经典轨道 xcl(t)的贡献，变分条件给出

δS[xcl(t)] = 0 (4.35)

由此可导出经典力学的拉格朗日方程。另一方面，当 ~ ̸= 0，不仅经典轨道，而且一切轨道都作

出贡献时，我们就从经典力学过渡到量子力学。

费曼路径积分理论认为：粒子由 (xa, ta) 到 (xb, tb) 的各种路径都是可能的，而每条路径

[x(t)]具有概率幅 const · e
i
ℏS[x(t)]。类似于量子力学中的态叠加原理，传播函数K(xb, tb;xa, ta)是

从 x(ta) = xa 到 x(tb) = xb 的所有路径 [x(t)] 的概率幅的叠加，对所有路径的求和可表达为无

穷维积分（泛函积分），称为费曼路径积分。费曼通过一些具体的例子，如自由粒子和谐振子等，

构造了计算（4.32）式的办法，即泛函积分或路径积分的办法。

费曼传播函数有着深刻的物理意义。在实际物理问题的研究中，费曼传播函数常被表示成
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路径积分的形式。这里先将它表示为无穷维积分。

4.3.2 传播子的定义

ref：Shu-Hao Yeh, Excitation energy transfer in photosynthetic protein-pigment complexes, 2015.

为简单起见，首先讨论一维体系，且设哈密顿量不显含时间。即质量为 m的一个粒子处于

一维的不含时的势场 V (x)中，哈密顿量写为

H =
p2

2m
+ V (x) = T + V, T =

p2

2m
(4.36)

相应的薛定谔方程的解可以表示为

|ψ(t)⟩ = e−i/~Ĥt|ψ(0)⟩ (4.37)

在坐标表象下的波函数则为

⟨x|ψ(t)⟩ = ⟨x|e−i/~Ht|ψ(0)⟩ =
∫
dx′⟨x|e−i/~Ĥt|x′⟩⟨x′|ψ(0)⟩

=

∫
dx′K(x, t;x′, 0)⟨x′|ψ(0)⟩ (4.38)

其中定义

K(x, t;x′, 0) ≡ ⟨x|e−i/~Ht|x′⟩ (4.39)

为传播子。

考虑到 Trotter product formula

e−λ(T+V ) =
(
e−

λ
N
(T+V )

)N
= lim

N→∞

(
e−

λ
N
T e−

λ
N
V
)N

(4.40)

令 λ = it/~，传播子可以改写为

K(x, t;x′, 0) = ⟨x|e−λ(T+V )|x′⟩ =
〈
x

∣∣∣∣(e− λ
N
(T+V )

)N ∣∣∣∣x′〉
= lim

N→∞

〈
x

∣∣∣∣(e− λ
N
T e−

λ
N
V
)N ∣∣∣∣x′〉

= lim
N→∞

∫
dx1 · · · dxN−1

N−1∏
n=0

⟨xn+1|e−
λ
N
T e−

λ
N
V |xn⟩

= lim
N→∞

∫
dx1 · · · dxN−1

N−1∏
n=0

⟨xn+1|e−
λ
N
T |xn⟩e−

λ
N
V (xn) (4.41)

其中 xN ≡ x，x0 ≡ x′。

考虑到动量基矢 ∫∞
−∞

dp

2π~
|p⟩⟨p| = 1 (4.42)

和动量本征函数

⟨x|p⟩ = eipx/~ (4.43)

⟨x|e−
λ
N
T |y⟩可以写为

⟨x|e−
λ
N
T |y⟩ = ⟨x|e−

λ
2mN

p2 |y⟩ =
∫
dp

2π~
⟨x|p⟩⟨p|e−

λ
2mN

p2

::::::::::
|y⟩

=

∫
dp

2π~
eipx/~e−

λ
2mN

p2e−ipy/~ =

∫
dp

2π~
e−

λ
2mN

p2+ i
ℏ (x−y)p
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=

√
mN

2πλ~2
e−

mN(x−y)2

2πℏ2 (4.44)

其中用到高斯积分 ∫∞
−∞

e−ax
2+bx =

√
π

a
eb

2/4a, Re{a} > 0 (4.45)

令

∆t =
t

N
= ~λ/iN (4.46)

综合以上两个考虑，传播子可以写为

K(x, t, x′, 0)

= lim
N→∞

∫
dx1 · · · dxN−1

(
mN

2πλ~2

)N
2
N−1∏
n=0

exp

[
−mN(xn+1 − xn)2

2λ~2
− λV (xn)

N

]

= lim
N→∞

∫
dx1 · · · dxN−1

( m

2π~i∆t

)N
2
exp

{
i∆t

~

N−1∑
0

[
m(xn+1 − xn)2

2∆t2
− V (xn)

]}

≡
∫x
x′
Dx exp

[
i

~

∫ t
0
dt′L(x, ẋ)

]
(4.47)

其中

L(x, ẋ) = m

2
ẋ2 − V (x) (4.48)

represents the Lagrangian for the path x(t′), 0 ⩽ t′ ⩽ t, x(0) ≡ x′, x(t) ≡ x, and the integral over the

configuration space (over all possible paths of the particle starting from position x′ and ending at x) is

defined as: ∫x
x′
Dx = lim

N→∞

∫
dx1 · · · dxN−1 (4.49)

4.3.3 短时传播子

为将费曼传播函数表示为路径积分形式，将时间间隔 T = tb − ta 等分成宽度为 ∆t的小间

隔，即

∆t =
tb − ta
N

= tj+1 − tj , j = 0, 1, · · · , N − 1 (4.50)

取 t0 = ta，tN = tb，而中间时间 tj 取为

tj = ta + j∆t j = 1, 2, · · · , N − 1 (4.51)

对每一中间时刻 tj，取坐标基矢的完备基 {|xj , tj⟩H}。利用完备性关系∫
dxj |xj , tj⟩HH⟨xj , tj | = I (4.52)

在费曼传播函数K(xb, tb;xa, ta)中插入（N − 1）个单位算符，得

K(xb, tb;xa, ta)

=H⟨xb, tb|I · · · I|xa, ta⟩H

=

∫
dx1 · · · dxN−1H⟨xb, tb|xN−1, tN−1⟩HH⟨xN−1, tN−1|xN−2, tN−2⟩H · · · |x1, t1⟩HH⟨x1, t1|xa, ta⟩H

=

∫
dx1 · · · dxN−1K(xb, tb;xN−1, tN−1)K(xN−1, tN−1;xN−2, tN−2) · · ·K(x1, t1;xa, ta) (4.53)
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这里要注意时间的单向性，在计算中始终保持时间顺序，∆t = tj+1 − tj > 0。于是，有

K(xb, tb;xa, ta) = lim
N→∞

∫ N−1∏
j=1

dxj


N−1∏
j=0

K(xj+1, tj+1;xj , tj)


= lim

N→∞

∫ N−1∏
j=1

dxj


N−1∏
j=0

K(xj+1;xj ,∆t)

 (4.54)

为获得费曼传播函数路径积分形式，首先需要计算中间每一个无穷小时间间隔 (∆t→ 0)的

费曼传播函数，称为短时传播函数（short time kernel）

K(xj+1, xj ;∆t) = ⟨xj+1| exp
{
− i
~
∆tĤ

}
|xj⟩ = ⟨xj+1| exp

{
− i
~
∆t

p̂2

2m
− i

~
∆tV (x)

}
|xj⟩

(4.55)

在路径积分理论中，短时传播函数实际上就是费曼传播函数的微分形式。在各种物理问题的应

用中，都是从短时传播函数的计算开始的，因而十分重要。另一方面，因为哈密顿量 Ĥ 为厄米

算符，时间演化算符 exp
{
− i

~∆tĤ
}
为幺正算符，所以量子信息传播是幺正性的，因而可由短时

传播函数相乘得到全程振幅。注意到（4.55）式指数上两因子的不可交换性，将（4.55）式进一

步展开时要用到 Baker-Hausdorff公式

exp(αÂ+ βB̂) = exp(αÂ) exp(βB̂) exp(−αβ[Â, B̂]/2) (4.56)

于是（4.55）式变为

K(xj+1, xj ;∆t) = ⟨xj+1| exp
{
− i
~
∆t

p̂2

2m

}
· exp

{
− i
~
∆tV (x)

}
|xj⟩ (4.57)

将上式插入位置和动量完备关系，有

K(xj+1, xj ;∆t) =

∫
dxdp⟨xj+1| exp

{
− i
~
∆t

p̂2

2m

}
|p⟩⟨p|x⟩⟨x| exp

{
− i
~
∆tV (x)

}
|xj⟩ (4.58)

由

⟨xj+1| exp
{
− i
~
∆t

p̂2

2m

}
|p⟩ = ⟨xj+1|p⟩ exp

{
− i
~
∆t

p2

2m

}
=

1√
2π~

exp

{
i

~
pxj+1

}
exp

{
− i
~
∆t

p2

2m

}
(4.59)

⟨p|x⟩ = 1√
2π~

exp

{
− i
~
px

}
(4.60)

⟨x| exp
{
− i
~
∆tV (x)

}
|xj⟩ = exp

{
− i
~
∆tV (xj)

}
δ(x− xj) (4.61)

则短时传播函数对 x积分后得

K(xj+1, xj ;∆t)

=

∫
dp

1

2π~
exp

{
i

~
pxj+1

}
exp

{
− i
~
∆t

p2

2m

}
exp

{
− i
~
pxj

}
exp

{
− i
~
∆tV (xj)

}
=

∫
dp

1

2π~
exp

{
− i
~
∆t

p2

2m
+
i

~
pxj+1 −

i

~
pxj

}
exp

{
− i
~
∆tV (xj)

}
=

∫
dp

1

2π~
exp

{
− i∆t

2m~

[
p2 − 2p ·mxj+1 − xj

∆t

]}
exp

{
− i
~
∆tV (xj)

}
=

∫
dp

1

2π~
exp

{
− i∆t

2m~

[(
p−mxj+1 − xj

∆t

)2

−m2

(
xj+1 − xj

∆t

)2
]}

exp

{
− i
~
∆tV (xj)

}
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=
1

2π~

√
2m~π
i∆t

exp

{
im∆t

2~

(
xj+1 − xj

∆t

)2
}
exp

{
− i
~
∆tV (xj)

}
(4.62)

即

K(xj+1, xj ;∆t) =

√
m

2πi~∆t
exp

{
i∆t

~

[
m

2

(
xj+1 − xj

∆t

)2

− V (xj)

]}
(4.63)

其中利用公式 ∫∞
−∞

dpe−iap
2
=

√
π

ia
(4.64)

4.3.4 传播子的路径积分形式

将短时传播函数（4.63）式代入传播函数（4.54）式，得

K(xb, tb;xa, ta) = lim
N→∞
∆t→0

( m

2πi~∆t

)N
2

∫ N−1∏
j=1

dxj exp

 i∆t~
N−1∑
j=0

[
m

2

(
xj+1 − xj

∆t

)2

− V (xj)

]
= A

∫x(tb)=xb
x(ta)=xa

Dx(t) exp

{
i

~

∫ tb
ta

dt

(
1

2
mẋ2 − V (x)

)}
= A

∫xb
xa

Dx(t) exp

{
i

~
S[x(t)]

}
(4.65)

其中 A为归一化因子，

S[x(t)] =
i

~

∫ tb
ta

dt

(
1

2
mẋ2 − V (x)

)
(4.66)

为经典力学中的作用量泛函。（4.65）式为传播函数在位置空间上的路径积分表达式。它的物理

意义如下图所示。

将端点 a = (xa, ta)，b = (xb, tb)固定，把时间间隔 T = tb− ta分成N 个相等间隔∆t =
T

N
，

对于中间每一时刻 ti，选任意点 xi，然后如图将各店间用直线连接，这样就得到由 a到 b的一条

路径。当N →∞，所有路径变为连续但无处可微。由于要对中间所有点 xi取积分 (−∞ ∼ +∞)，

因此当 N →∞时，整个积分变为无穷维积分。这样所有路径都对传播函数 K 有贡献。虽然对

于每条路径是等概率的，但是相因子 S[x(t)]
~ 不同，即

K(xb, tb;xa, ta) =
∑
xa→xb
所有路径

const · e
i
ℏS[x(t)] (4.67)
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用无穷维积分表示并对路径系综求和的费曼传播函数K(xb, tb;xa, ta)包含了全部动力学信息，其

突出特点是：体系经典作用量 S[x(t)]出现在量子力学的表示中。提供了经典力学与量子力学叠

加原理的联系。量子力学中，所有路径都对演化有贡献，但以相因子 e
i
ℏS[x(t)]为权重，因此主要

共享来自作用量稳定的路径邻域，特别是经典作用量值相对 ~ 很大时，对路径积分贡献几乎完

全局域在经典路径附近。因此在费曼传播函数的表达式中，既要对所有的轨道贡献求和，用无穷

维积分（泛函积分）形式表达量子化，同时体现出量子涨落的结果。

4.3.5 传播子的波动力学形式

4.3.5.1 传播子的本征态形式

设相应于一组能级 En的完备正交归一的本征函数为 ϕn(x)，则有∫∞
−∞

ϕ∗n(x)ϕm(x)dx = δnm (4.68)

于是任意波函数可以表示为

f(x) =
∞∑
n=1

anϕn(x) (4.69)

系数 an很容易得到，用 ϕ∗m(x)乘上方程两边再全空间积分，即得∫∞
−∞

ϕ∗m(x)f(x)dx =
∞∑
n=1

an

∫∞
−∞

ϕ∗m(x)ϕn(x)dx = am (4.70)

这样

an =

∫∞
−∞

ϕ∗n(x)f(x)dx (4.71)

于是，得到恒等式

f(x) =

∞∑
n=1

ϕn(x)

∫∞
−∞

ϕ∗n(y)f(y)dy =

∫∞
−∞

[ ∞∑
n=1

ϕn(x)ϕ
∗
n(y)

]
f(y)dy (4.72)

这表明

δ(x− y) =
∞∑
n=1

ϕn(x)ϕ
∗
n(y) (4.73)

现在利用本征函数 ϕn(x)和能量本征值 En 表示传播子 K(b, a)。先考虑这个问题：若已知 f(x)

是时刻 ta的波函数，那么时刻 tb的波函数是什么呢？在任何时刻 t都可以把它写为

ψ(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−(i/~)Entϕn(x) (4.74)

这是薛定鄂方程的解，并且任意解都可以写成这种形式。在时刻 ta，有

f(x) = ψ(x, ta) =
∞∑
n=1

cne
−(i/~)Entaϕn(x) =

∞∑
n=1

anϕn(x) (4.75)

因为我们总可以用（4.69）式的形式表示 f(x)，所以我们得到

cn = ane
+(i/~)Enta (4.76)

代入（4.74）式，有

ψ(x, tb) =

∞∑
n=1

cne
−(i/~)Entbϕn(x) =

∞∑
n=1

ane
−(i/~)En(tb−ta)ϕn(x) (4.77)
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对于系数 an，应用（4.71），得

ψ(x, tb) =
∞∑
n=1

ϕn(x)e
−(i/~)En(tb−ta)

∫∞
−∞

ϕ∗n(y)f(y)dy

=

∫∞
−∞

∞∑
n=1

ϕn(x)ϕ
∗
n(y)e

−(i/~)En(tb−ta)f(y)dy (4.78)

这个式子表明 t1时刻的波函数 f(x)完全决定了 t2时刻的波函数。对比以下关系

ψ(x, tb) =

∫∞
−∞

K(x, tb; y, ta)f(y)dy (4.79)

最终得到了定义传播子K(b, a)的表达式

K(xb, tb;xa, ta) =


∑∞

n=1 e
−(i/~)En(tb−ta)ϕn(xb)ϕ

∗
n(xa) 当tb > ta

0 当tb < ta

(4.80)

4.3.5.2 传播子的时间演化算符形式

态随时间的演化

|ψ, tb⟩ = Û(tb, ta)|ψ(ta)⟩ (4.81)

其中 Û(tb, ta)为时间演化算符

Û(tb, ta) = e−
i
ℏ Ĥ(tb−ta) (4.82)

进入坐标表象

ψ(xb, tb) = ⟨xb|ψ(tb)⟩ = ⟨xb|Û(tb, ta)|ψ(ta)⟩

=

∫
dxa⟨xb|Û(tb, ta)|xa⟩⟨xa|ψ(ta)⟩

=

∫
dxaK(xb, tb;xa, ta)ψ(xa, ta) (tb > ta) (4.83)

其中

K(xb, tb;xa, ta) = ⟨xb|Û(tb, ta)|xa⟩

=H ⟨xb, tb|xa, ta⟩H

= ⟨xb| exp
{
− i
~
Ĥ(tb − ta)

}
(tb > ta) (4.84)

若费曼传播函数已知，便可获得体系全部的量子力学信息。

4.3.6 路径积分与薛定鄂方程的等价性

费曼传播函数K(xb, tb;xa, ta)为波函数 ψ(x, t)满足的积分方程的核，即

ψ(x, t) =

∫
K(x, t;xa, ta)ψ(xa, ta)dxa (4.85)

而次积分核可用无穷维泛函积分表示，即（4.65）式。为了证明（4.65）式与通常量子力学表达式等

价，可将（4.65）式代入上式，证明这样得到的波函数ψ(x, t)满足薛定鄂方程，

i~ ∂
∂t
− Ĥ

ψ(x, t) =

0。即证明路径积分与薛定鄂方程等价。

xuanleng.me@gmail.com 167 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me 第四章 路径积分

首先设法求 ψ(x, t)对时间的导数，为此将 ψ(x, t+∆t)按无穷小量 ∆t展开

ψ(x, t+∆t) =

∫
K(x, t+∆t; y, t)ψ(y, t)dy (4.86)

由短时传播函数（4.63）式，有

ψ(x, t+∆t) =

√
m

2πi~∆t

∫∞
−∞

exp

{
i∆t

~

[
m

2

(
x− y
∆t

)2

− V (y)

]}
ψ(y, t)dy

=

√
m

2πi~∆t

∫∞
−∞

exp

{
i

~
m(x− y)2

2∆t

}
exp

{
− i
~
∆tV (y)

}
ψ(y, t)dy (4.87)

对于第一个指数中 (x− y)2/∆t，如果 y与 x之差很大，则第一个指数函数快速振荡，由于其他

因子的光滑性质，导致积分中的贡献相互抵消，最终给出一个非常小的值。当 y接近 x时，才得

到重要的积分贡献。因此，令 y = x + η，只有 η 很小时，即 0 ⩽ mη2

2~∆t ⩽ π，0 ⩽ |η| ⩽
√

2π~∆t
m

时，才出现对积分的显著贡献。于是，有

ψ(x, t+∆t) =
( m

2πi~∆t

) 1
2

∫∞
−∞

exp

{
im

2~∆t
η2
}
exp

{
− i
~
∆tV (x+ η)

}
ψ(x+ η, t)dη (4.88)

由于∆t和 η都很小，现在对它们进行泰勒展开。

思路一：对等式左边 ψ(x, t+∆t)和等式右边第二指数项，以∆t做泰勒展开，保留到∆t量

级项。有

ψ(x, t) + ∆t
∂ψ(x, t)

∂t
=
( m

2πi~∆t

) 1
2

∫∞
−∞

exp

{
im

2~∆t
η2
}[

1− i

~
∆tV (x+ η)

]
ψ(x+ η, t)dη

(4.89)

由于 η 是
√

∆t~/m 量级，与等式左边对应，对 η 泰勒展开到第二阶。考虑到 ∆tV (x + η) =

∆tV (x)+∆tηV ′(x) = ∆tV (x)+O(∆t
3
2 )，保留到∆t量级项。故∆tV (x+η)可以直接由∆tV (x)

代替。于是，有

ψ(x, t) + ∆t
∂ψ(x, t)

∂t

=
( m

2πi~∆t

) 1
2

∫∞
−∞

exp

{
im

2~∆t
η2
}[

1− i

~
∆tV (x)

] [
ψ(x, t) + η

∂ψ

∂x
+
η2

2

∂2ψ

∂x2

]
dη

=
( m

2πi~∆t

) 1
2

∫∞
−∞

exp

{
im

2~∆t
η2
}[

ψ(x, t) + η
∂ψ

∂x
+
η2

2

∂2ψ

∂x2
− i

~
∆tV (x)ψ(x, t)

]
dη

=ψ(x, t) +
i~∆t
2m

∂2ψ

∂x2
− i

~
∆tV (x)ψ(x, t) (4.90)

其中高于 ∆t量级项都去掉，并利用了以下公式∫∞
−∞

dη · exp
{

im

2~∆t
η2
}

=

(
2πi~∆t
m

) 1
2

(4.91)∫∞
−∞

dη · η exp
{

im

2~∆t
η2
}

= 0 (4.92)∫∞
−∞

dη · η2 exp
{

im

2~∆t
η2
}

=
i~∆t
m

(
2πi~∆t
m

) 1
2

(4.93)

于是，得到薛定鄂方程

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) (4.94)

得证。

思路二：对被积函数 ψ(x+ η, t)、V (x+ η)泰勒展开，保留到∆t阶。并同样利用以上三个
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积分公式，有

ψ(x, t+∆t) =
( m

2πi~∆t

) 1
2

∫∞
−∞

exp

{
im

2~∆t
η2
}[

1− i

~
∆tV (x) +O(∆t2)

]
×
[
ψ(x, t) + η

∂ψ

∂x
+
η2

2

∂2ψ

∂x2
+O(η3)

]
dη

= ψ(x, t) +
i~∆t
2m

∂2ψ

∂x2
− i

~
∆tV (x)ψ(x, t) +O(∆t2) (4.95)

进而，有
∂

∂t
ψ(x, t) = lim

∆t→0

ψ(x, t+∆t)− ψ(x, t)
∆t

= − i
~

(
V (x)− ~2

2m

∂2

∂x2

)
ψ(x, t) (4.96)

于是，得到薛定鄂方程

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) (4.97)

得证。

4.4 二次型拉氏量体系的路径积分

二次型拉氏量指的是体系拉格朗日量最高到二次幂，在路径积分中为所有变量在指数上至

多出现二阶的积分，是高斯积分，这种体系通常可以借助各种高斯积分技术精确求解的。这就为

路径积分理论通过直接计算来获得体系精确的物理理解提供了很好的一种数学方法，同时也为

研究更复杂的物理体系提供了拓展的依据。有些文献也称为平方型拉氏量体系的路径积分，费

曼则直接称为高斯积分。

二次型拉氏量的一般形式为

L(x, ẋ; t) = a(t)ẋ2(t) + b(t)x(t) ˙x(t) + c(t)x2(t) + d(t)ẋ(t) + e(t)x(t) + f(t) (4.98)

令 xcl(t)表示所指定的端点之间的经典路径。这个路径是作用量 S 为极值的路径，表示为

Scl[b, a] = S[xcl(t)] (4.99)

现在用 x̄(t)和一个新的变量 y(t)来表示 x(t)，即

x(t) = xcl(t) + y(t) (4.100)

ẋ(t) = ẋcl(t) + ẏ(t) (4.101)

并要求两端点的取值为

x(ta) = xcl(ta) = xa, y(ta) = 0 (4.102)

x(tb) = xcl(tb) = xb, y(tb) = 0 (4.103)

因为函数 y(t)是经典路径 xcl(t)和某些可能的路径 x(t)之间的差。而这些路径必须到达同样的

端点，所以 y(ta) = y(tb) = 0。在这两个端点之间，y(t)可以取任何形式。由于经典路径是完全

固定的，于是，其他路径 x(t)的任何变化等价于差 y(t)的相应变化。xcl(t)在整个积分路径是常

数，而新的路径变量 y(t)在两端点只限取零值。这样使得路径积分与端点位置无关。也就是说，

我们现在不用在任意坐标轴的距离 x(t)来定义路径上的点，而用与经典路径的偏差 y(t)来度量

这个点。或者说，将体系的积分路径 x(t)看成是经典路径 xcl(t)被扰动而变形后的路径。如图所

示。（暂缺！）
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将体系的拉氏量 L(x, ẋ; t)在经典路径 xcl(t)周围作泰勒展开，即

L(x, ẋ; t) = L(xcl, ẋcl; t) +
∂L

∂ẋ

∣∣∣
cl
ẏ +

∂L

∂x

∣∣∣
cl
y +

1

2

(
∂2L

∂ẋ2
ẏ2 + 2

∂2L

∂ẋ∂x
yẏ +

∂2L

∂x2
y2
) ∣∣∣

cl
(4.104)

因为 L为二次（平方）形式，故展开到二阶项截止。于是，体系的作用量可以表示为

S[x(t)] =

∫ tb
ta

dtL(x, ẋ; t)

=

∫ tb
ta

dtL(xcl, ẋcl; t) +

∫ tb
ta

dt

(
∂L

∂ẋ

∣∣∣
cl
ẏ +

∂L

∂x

∣∣∣
cl
y

)
+

∫ tb
ta

dt
[
a(t)ẏ2 + b(t)yẏ + c(t)y2

]
(4.105)

其中第一项为经典路径积分

Scl =

∫ tb
ta

L(ẋcl, xcl, t)dt (4.106)

第二项为 0，可由分布积分和欧拉—拉格朗日方程得到，∫ tb
ta

dt
∂L

∂ẋcl
ẏ =

∂L

∂ẋcl
y
∣∣∣tb
ta
−
∫ tb
ta

dty
d

dt

∂L

∂ẋcl
(4.107)

于是 ∫ tb
ta

dt

(
∂L

∂ẋ

∣∣∣
cl
ẏ +

∂L

∂x

∣∣∣
cl
y

)
=

∂L

∂ẋcl
y
∣∣∣tb
ta
−
∫ tb
ta

dty

(
d

dt

∂L

∂ẋcl
− ∂L

∂xcl

)
= 0 (4.108)

其中 y在端点处为 0，而后者满足欧拉—拉格朗日方程。于是二次型拉氏量体系的作用量可以写

为

S[x(t)] = Scl +

∫ tb
ta

dt
[
a(t)ẏ2 + b(t)yẏ + c(t)y2

]
(4.109)

这个积分与经典路径无关，所以传播子可以写为

K(b, a) = e(i/~)Scl

∫y(tb)=0

y(ta)=0

(
exp

{∫ tb
ta

[
a(t)ẏ2 + b(t)yẏ + c(t)y2

]
dt

})
Dy(t) (4.110)

因为所有路径 y(t)都始于并终于 y = 0的点，所以在端点，路径积分只能是时间的函数。于是，

传播子可以进一步写为

K(b, a) = F (tb, ta) exp

(
i

~
Scl

)
(4.111)

其中

F (tb, ta) =

∫0
0
exp

{∫ tb
ta

[
a(t)ẏ2 + b(t)yẏ + c(t)y2

]
dt

}
Dy(t) (4.112)

于是 K 被确定到只差一个 tb 和 ta 的函数。需要注意的是 F (tb, ta)中被积函数仅仅包含了二次

幂项，也就是说，拉格朗日量中的一次项并不影响 F (tb, ta)的值。这为一些计算提供了便利。

4.4.1 二次型拉氏量传播子的一般形式

从（4.111）式，可以看到要得到二次型拉氏量传播子的关键是求得传播子中的系数 F (tb, ta)。

而对于任意的二次型拉氏量，是可以给出一般形式的，即

K(b, a) =

(
1

2πi~

)D/2√
−det

(
∂2Scl
∂xa∂xb

)
exp

(
i

~
Scl

)
(4.113)
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其中 D是空间的维数，而 det

 ∂2Scl

∂xa∂xb

被称为 van Vleck-Pauli-Morette行列式。特别的，一维

情形为

K(b, a) =

√
1

2πi~
·
(
− ∂2Scl
∂xa∂xb

)
exp

(
i

~
Scl

)
(4.114)

证明过程可以参考《路径积分与量子物理导引: 现代高等量子力学初步》，里面还有更多求系数

的技巧。

4.4.2 系数 F (T )的傅里叶级数解法

将 y(t)用傅里叶级数展开。由于 y(ta) = 0 = y(tb)，即端点为 0，所以展开式中仅取正弦项，

有

y(t) =

N−1∑
n=1

an sin
nπ

T
(t− ta) (4.115)

傅里叶级数解法的主旨是将 {an}看成新积分变量，使原来被积的中间坐标变量

yj = y(tj) =
N−1∑
n=1

an sin
nπ

T
(tj − ta), j = 1, · · · , N − 1 (4.116)

均换为对 an 的积分。由于要将积分路径分为 N 段，有 N − 1个中间时间点，即在（4.115）式

作傅里叶级数展开时仅有 N − 1个独立系数 an，因此这就将 F (T )中对 N − 1个 yj 的积分，转

换为对 N − 1个 an的积分，相应的积分测度变换的雅可比行列式为

JN = det
[
sin

nπ

T
(tj − ta)

]
, k, j = 1, · · · , N − 1 (4.117)

式中 k、j 为矩阵元指标。此行列式的直接计算结果是繁琐的，但注意到 {yj}与 {an}之间为线
性变换，因此变换的雅可比行列式与 {an}无关，且不含动力学变量，仅影响归一化常数。

4.5 一维系统的路径积分形式

4.5.1 一维自由粒子路径积分形式

4.5.1.1 短时传播函数法

自由粒子是最简单的量子力学体系，其拉格朗日量为

L =
1

2
mẋ2 (4.118)

代入（4.65）式，得

K(xb, tb;xa, ta) = lim
N→∞
∆t→0

( m

2πi~∆t

)N
2

∫ N−1∏
j=1

dxj exp

 i∆t~
N−1∑
j=0

[
m

2

(
xj+1 − xj

∆t

)2
] (4.119)

注意到高斯积分公式 ∫∞
−∞

dxeiαx
2
=

(
iπ

α

) 1
2

(4.120)∫∞
−∞

dx1e
iα[(x2−x1)2+(x1−x0)2] =

(
iπ

α

) 1
2 1√

2
e

iα
2
(x2−x0)2 (4.121)
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由于高斯函数积分后仍是高斯函数，所以可以对一个个变量逐步进行积分。进而可证∫
dx1dx2 · · · dxN−1e

iα[(xN−xN−1)
2+···+(x2−x1)2+(x1−x0)2] =

(
iπ

α

)N−1
2 1√

N
e

iα
N

(xN−x0)2

=

∫ N−1∏
j=1

dxj exp

iα
N−1∑
j=0

(xj+1 − xj)2
 (4.122)

于是∫ N−1∏
j=1

dxj exp

 i∆t~
N−1∑
j=0

[
m

2

(
xj+1 − xj

∆t

)2
] =

∫ N−1∏
j=1

dxj exp

i m

2~∆t

N−1∑
j=0

[
(xj+1 − xj)2

]
=

(
2πi~∆t
m

)N−1
2 1√

N
exp

{
im

2~∆tN
(xb − xa)2

}
(4.123)

于是

K(xb, tb;xa, ta) = lim
N→∞
∆t→0

( m

2πi~∆t

)N
2

(
2πi~∆t
m

)N−1
2 1√

N
exp

{
im

2~∆tN
(xb − xa)2

}

= lim
N→∞
∆t→0

( m

2πi~∆tN

) 1
2
exp

{
im

2~∆tN
(xb − xa)2

}

=

[
m

2πi~(tb − ta)

] 1
2

exp

{
i

~
m

2

(xb − xa)2

tb − ta

}
(4.124)

其中 ∆tN = tb − ta。可以看到需要取极限的因子 N、∆t不见了。且积分结果仅依赖于边界的

值。这是自由粒子传播函数的特性之一。

4.5.1.2 二次型经典作用量法

指数上因子实际上为经典作用量 Scl = S[xcl(t)]，即正是固定边界值 a = (xa, ta)、b = (xb, tb)

情况下，按经典轨道 xcl(t)计算所得作用量，亦即哈密顿主函数 Scl = S(xb, tb;xa, ta)。自由粒子

即没有力的作用，经典情况下为匀速运动，运动轨迹为直线。将自由粒子拉格朗日量 L代入拉

格朗日方程，得
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

d

dt
mẋ = mẍ = 0 (4.125)

解为

xcl(t) = c1t+ c2 (4.126)

结合边界条件 x(ta) = xa、x(tb) = xb或由 a→ b的直线轨迹，有

xcl(t) = xa +
xb − xa
tb − ta

(t− ta) (4.127)

于是速度为

ẋcl =
xb − xa
tb − ta

(4.128)

所以自由粒子经典作用量

S[xcl(t)] =

∫ tb
ta

dt
1

2
mẋ2cl =

1

2
m

(
xb − xa
tb − ta

)2

· t
∣∣∣tb
ta

=
m

2

(xb − xa)2

tb − ta
(4.129)

于是

− ∂2Scl
∂xa∂xb

=
m

tb − ta
(4.130)
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利用（4.114）式，自由粒子费曼传播子为

K(xb, tb;xa, ta) =

[
m

2πi~(tb − ta)

] 1
2

exp

{
i

~
m

2

(xb − xa)2

tb − ta

}
(4.131)

4.5.1.3 时间演化算符法

对于自由粒子传播函数，也可以用量子力学时间演化算符 U(t) = e−
i
ℏ Ĥt的矩阵元直接得到

K(xb, tb;xa, ta) = ⟨xb|e−
i
ℏ Ĥ(tb−ta)|xa⟩

=

∫∞
−∞

dp⟨xb|p⟩⟨p|e−
i
ℏ Ĥ(tb−ta)|xa⟩

=

∫
dp

1√
2π~

exp

(
i

~
pxb

)
exp

[
− i
~
p2

2m
(tb − ta)

]
⟨p|xa⟩

=
1

2π~

∫
dp exp

[
− i
~
p2

2m
(tb − ta) +

i

~
p(xb − xa)

]
(4.132)

现在对 p积分

K(xb, tb;xa, ta) =
1

2π~

∫
dp exp

[
− i

2m~
(tb − ta)

(
p2 − 2mp

xb − xa
tb − ta

)]
=

1

2π~

∫
dp exp

{
− i

2m~
(tb − ta)

[(
p−mxb − xa

tb − ta

)2

−m2

(
xb − xa
tb − ta

)2
]}

=
1

2π~
exp

{
i

~
m

2

(xb − xa)2

tb − ta

}√
2m~π

i(tb − ta)

=

[
m

2πi~(tb − ta)

] 1
2

exp

{
i

~
m

2

(xb − xa)2

tb − ta

}
(4.133)

4.5.1.4 本征态形式法

自由粒子的本征能量为

Ep =
p2

2m
(4.134)

本征态为（自由粒子本征态就是动量算符的本征态）

ϕp(x) =
1√
2π~

exp

(
i

~
px

)
(4.135)

代入（4.80）式（需要注意的是，自由粒子是连续谱，求和变成积分），有

K(xb, tb;xa, ta) =

∫
dp exp

[
− i
~
p2

2m
(tb − ta)

]
1√
2π~

exp

(
i

~
pxb

)
1√
2π~

exp

(
− i
~
pxa

)
=

1

2π~

∫
dp exp

[
− i
~
p2

2m
(tb − ta) +

i

~
p(xb − xa)

]
(4.136)

与（4.132）式一致。

4.5.1.5 物理意义的讨论

自由粒子传播子随空间的变化 为了方便，令 a = (0, 0)表示自由粒子在时间和空间的原点，则

到达另一点 b = (x, t)的概率幅是

K(x, t; 0, 0) =
( m

2πi~t

) 1
2
exp

{
imx2

2~t

}
(4.137)
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如果选定一个时刻，则概率幅随距离变化如图所示（暂缺！参见费曼原著）。只画出了K(x, t; 0, 0)

的实部，虚部是相位差 π/2的类似波。因此，波幅的绝对值的平方是常数。

我们看到，离原点越远，振荡变得越快。如果 x很大，以致发生了许多次振荡，相邻节点之

间的距离几乎是常数。也就是说，概率幅的性质很像一个波长缓慢变化的正弦波。现在来求出这

个波长 λ，x改变一个波长 λ，必然使概率幅相位增加 2π，于是有

2π =
m(x+ λ)2

2~t
− mx2

2~t
=
mxλ

~t
+
mλ2

2~t
(4.138)

假设 t时刻，粒子已经跑的很远了，即 x ⩾ λ，则相对于 xλ，λ2可以忽略。于是得到

λ =
2π~

m(x/t)
(4.139)

根据经典观点，一个粒子在时间间隔 t内由原点运动到 x，其速度为 x/t，而动量为 p = mx/t。

这时，概率幅以波长

λ =
h

p
(4.140)

在空间中变化。这就是�布罗意所引起的物质波（1.35）式。

波长与动量的关系（4.140）式更一般的讨论如下。假定有某种大型仪器，如磁分析仪，它

能把给定动量 p 的粒子引到给定点。每当仪器大到足以使经典物理提供一个好的近似时，到达

规定点的粒子概率幅便在空间迅速变化，其波长为 h/p。在这种情况，传播子近似为

K ∼ exp

{
i

~
Scl(b, a)

}
(4.141)

即走的是经典路径。由于经典作用量 Scl(b, a)是终点位置 xb的函数，所以终点位置 xb的改变引

起经典作用量的变化。如果此作用量 Scl(b, a)比 ~大得多（半经典近似），则传播子K 将随着 xb

的改变而非常迅速地振荡。端点每单位位移的相位改变量是

k =
1

~
∂Scl
∂xb

(4.142)

前面已经证明
∂Scl

∂xb
是粒子到达点 xb时的经典动量。于是

p = ~k (4.143)

其中 k 被称为波数，表示波在单位距离相位的改变。因为波长是相位改变了 2π 的距离，所以

k = 2π/λ。

自由粒子传播子随时间的变化 现在给出自由粒子传播子随时间的变化关系。固定距离，传播

子实部随时间变化如图所示（缺图！），频率和概率幅都随 t改变。

假设 t很大，并且先不考虑概率幅随着 t的变化。振动周期 T 定义为相位增加 2π所需要的

时间。于是，有

2π =
mx2

2~t
− mx2

2~(t+ T )
=
mx2

2~t2

(
T

1 + T/t

)
(4.144)

引入角频率 ω = 2π/T，并假设 t ⩾ T，则此式可写为

ω ≈ m

2~

(x
t

)2
(4.145)

因为m(x/t)2/2是自由粒子的经典能量，于是上式意味着

E = ~ω (4.146)

xuanleng.me@gmail.com 174 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me

像动量与波长之间的关系一样，它也可以由更一般的论述得到。

参考（4.141）式，端点时间 tb 的任何变化都会引起传播子的迅速振荡，得到的频率是（负

号怎么来的？）

ω = −1

~
∂Scl
∂t

(4.147)

而量 −∂Scl/∂t的经典解释就是能量 E（参考前面的证明）。于是

ω =
E

~
(4.148)

这样，用下述规则便把动量和能量的概率推广到量子力学中了：

如果概率幅正比于 exp(ikx)，则说粒子的动量为 ~k。

如果概率幅有确定的频率，随时间变化正比于 exp(−iωt)，则说其能量是 ~ω。

在经典极限，这个规则与能量和动量的定义一致。

4.5.2 一维无限深方势阱路径积分形式

与第六章非对称一维无限深方势阱对应。

V (x) =

0 0 < x < L

∞ x ⩽ 0, x ⩾ L
(4.149)

势阱中的粒子不受到势场的作用为自由粒子，因此我们可以通过一维自由粒子传播函数来

构建一维无限深势阱中粒子的传播函数。唯一不同的是，粒子运动碰到阱壁，认为相当于做了一

次反弹。偶数次反弹传播方向不变，奇数次反弹传播方向改变，需要添加个负号。对于阱中的粒

子，由 a = (xa, ta)→ b = (xb, tb)有无穷多可能路径。路径积分的关键在于将所有可能路径找到，

最基本的几种路径如图（4.2）所示，主要分为奇数碰撞和偶数碰撞两大类，其他路径均可依此

表示出来。即

x′b = xm =

mL+ xb 当m为偶数

mL+ L− xb 当m为奇数
(4.150)

或

x′b = xn =

2nL+ xb

2nL− xb
n为任意整数 (4.151)

于是一维无限深势阱中粒子的传播函数为

K(xb, tb;xa, ta) =

+∞∑
m=−∞

(−1)mK(xm, tb;xa, ta) (4.152)

具体展开有多种思路。

思路一：直接利用自由粒子传播函数最终形式（4.133）式，为方便起见，令 ta = 0、tb = t，

则 tb − ta = 0，有

K(xb, t;xa, 0)

=

√
m

2πi~t

+∞∑
n=−∞

exp

{
im(2nL+ xb − xa)2

2~t

}
−
√

m

2πi~t

+∞∑
n=−∞

exp

{
im(2nL− xb − xa)2

2~t

}
(4.153)
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图 4.2: 势阱中粒子运动的可能路径。注意图中纵轴为时间轴。

利用雅可比 θ3函数，就可以完成推导。其定义为

θ3(z, T ) =
+∞∑

n=−∞
exp

{
i(πn2T + 2nz)

}
(4.154)

其中还用到了这个函数的一个重要性质

θ3(z, T ) =

√
i

T
exp

{
z2

iπT
θ3

(
z

T
,− 1

T

)}
(4.155)

整个构造过程比较复杂，这里不详述，可以参见：李文安、陈浩，一维无限深势阱中粒子运动的

路径积分解法，大学物理，26卷，1期，2007年。

思路二：利用自由粒子传播函数中间形式（4.132）式。

K(xb, tb;xa, ta)

=
+∞∑

n=−∞

∫
dp

2π~

{
exp

[
− i
~
p2

2m
(tb − ta) +

i

~
p(2nL+ xb − xa)

]
− exp

[
− i
~
p2

2m
(tb − ta) +

i

~
p(2nL− xb − xa)

]}

=

∫
dp

2π~
exp

[
− i
~
p2

2m
(tb − ta)

]
exp

(
− i
~
pxa

)[
exp

(
i

~
pxb

)
− exp

(
− i
~
pxb

)] +∞∑
n=−∞

exp

(
2inLp

~

)
(4.156)

利用泊松求和公式
+∞∑

n=−∞
exp{2πinµ} =

+∞∑
n=−∞

δ(µ− n) (4.157)

和欧拉公式

sinx =
1

2i
(eix − e−ix) (4.158)

有

K(xb, tb;xa, ta) =2i

∫
dp

2π~
exp

[
− i
~
p2

2m
(tb − ta)

]
exp

(
− i
~
pxa

)
sin

pxb
~

+∞∑
n=−∞

δ

(
Lp

π~
− n

)
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=
2πi~
L

∫
dp

2π~
exp

[
− i
~
p2

2m
(tb − ta)

]
exp

(
− i
~
pxa

)
sin

pxb
~

+∞∑
n=−∞

δ

(
p− nπ~

L

)

=
i

L

+∞∑
n=−∞

exp

[
− i
~
~2π2n2

2mL2
(tb − ta)

]
exp

(
−inπxa

L

)
sin

nπxb
L

(4.159)

由于 n = 0这一项为零，把正负项结合在一起，得

K(xb, tb;xa, ta) =
i

L

+∞∑
n=1

exp

[
− i
~
~2π2n2

2mL2
(tb − ta)

] [
exp

(
−inπxa

L

)
− exp

(
i
nπxa
L

)]
sin

nπxb
L

=
2

L

+∞∑
n=1

exp

[
− i
~
~2π2n2

2mL2
(tb − ta)

]
sin

nπxa
L

sin
nπxb
L

=
+∞∑
n=1

exp

[
− i
~
~2π2n2

2mL2
(tb − ta)

]√
2

L
sin

nπxa
L

√
2

L
sin

nπxb
L

(4.160)

另一方面，可以把传播函数写成

K(xb, tb;xa, ta) = ⟨xb|Û(tb − ta)|xa⟩ (4.161)

其中 Û(t)是演化算符。设 |n⟩是 Ĥ 的本征态，则在K 中插入 Ĥ 本征态的完备集，有

K(xb, tb;xa, ta) =
∑
n

⟨xb|Û(tb − ta)|n⟩⟨n|xa⟩ =
∑
n

e−
i
ℏEn(tb−ta)ψn(xb)ψ

∗
n(xa) (4.162)

对比（4.160）和（4.162）两式，能量本征值为

En =
~2π2n2

2mL2
(4.163)

本征函数为

ψn(x) =

√
2

L
sin

nπx

L
(4.164)

与薛定鄂方程结果一致。

4.5.3 一维谐振子路径积分形式

4.5.3.1 短时传播函数法

一维谐振子的拉氏量为

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 (4.165)

利用（4.63）式，则体系的短时传播函数为

K(xj+1, xj ;∆t) =

√
m

2πi~∆t
exp

{
i∆t

~

[
m

2

(
xj+1 − xj

∆t

)2

− 1

2
mω2x2j

]}

=

√
m

2πi~∆t
exp

{
i∆t

~
m

2

[
(xj+1 − xj)2

∆t2
− ω2x2j

]}
=

√
m

2πi~∆t
exp

{
i∆t

~
m

2

[
(xj+1 − xj)2

∆t2
− ω2 1

2
(x2j+1 + x2j )

]}
=

√
m

2πi~∆t
exp

{
i

~
[
a0(x

2
j+1 + x2j )− 2b0xj+1xj

]}
(4.166)

其中

a0 =
m

2∆t

[
1− 2

(
ω∆t

2

)2
]
, b0 =

m

2∆t
(4.167)
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代入得费曼传播子

K(xb, tb;xa, ta) = lim
N→∞
∆t→0

( m

2πi~∆t

)N
2

N−1∏
j=1

∫
dxj

 exp

 i

~

N−1∑
j=0

[a0(x
2
j+1 + x2j )− 2b0xj+1xj ]


= lim

N→∞
A1

N−1∏
j=1

∫
dxj

 exp

{
i

~
ϕ1

}

= lim
N→∞

A2

N−1∏
j=2

∫
dxj

 exp

{
i

~
ϕ2

}

= lim
N→∞

Ak

N−1∏
j=k

∫
dxj

 exp

{
i

~
ϕk

}

= lim
N→∞

AN exp

{
i

~
ϕN

}
(4.168)

。。。。。。。。。。。。暂略！！！

4.5.3.2 二次型经典作用量法

一维谐振子的经典作用量 一维谐振子的拉氏量为

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 (4.169)

代入欧拉—拉格朗日方程，有
∂L

∂x
= −mω2x (4.170)

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

d

dt
(mẋ) = mẍ (4.171)

即

ẍ+ ω2x = 0 (4.172)

对于任意常数 c，sin(ωt+ c)都是上式的解。考虑到边界条件，使用如下格式的通解

xcl(t) = c1 sinω(t− ta) + c2 sinω(t− tb) (4.173)

该通解在边界点时只有一个常数，根据边界条件 x(ta) = xa、x(tb) = xb，可以方便的确定两个

常数

c1 =
xb

sinω(tb − ta)
c2 =

xa
sinω(ta − tb)

(4.174)

于是

xcl(t) =
xb sinω(t− ta) + xa sinω(tb − t)

sinω(tb − ta)
(4.175)

ẋcl(t) =
xbω cosω(t− ta)− xaω cosω(tb − t)

sinω(tb − ta)
(4.176)

为了简化积分，可以先使用分部积分

Scl =

∫ tb
ta

L(ẋcl, xcl, t)dt =
m

2

∫ tb
ta

(ẋ2cl − ω2x2cl)dt

=
m

2

∫ tb
ta

ẋcldxcl −
m

2

∫ tb
ta

ω2x2cldt
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=
m

2
ẋclxcl

∣∣∣tb
ta
− m

2

∫ tb
ta

xclẍcldt−
m

2

∫ tb
ta

ω2x2cldt

=
m

2
ẋclxcl

∣∣∣tb
ta
− m

2

∫ tb
ta

xcl(ẍcl + ω2xcl)dt (4.177)

由（4.172）式，有

Scl =
m

2
ẋclxcl

∣∣∣tb
ta

=
m

2
ẋcl(tb)xcl(tb)−

m

2
ẋcl(ta)xcl(ta)

=
m

2

xbω cosω(tb − ta)− xaω
sinω(tb − ta)

· xb −
m

2

xbω − xaω cosω(tb − ta)
sinω(tb − ta)

· xa

=
mω

2 sinω(tb − ta)
[
(x2a + x2b) cosω(tb − ta)− 2xaxb

]
(4.178)

系数 F (T )的傅里叶级数求法 系数 F (T )中的 y(t)是从 x(t)中分离出来的，也可以用本身，故

F (T )可以直接写为

F (T ) =

∫0
0

{
exp

[
i

~

∫T
0

m

2
(ẏ2 − ω2y2)dt

]}
Dy(t) (4.179)

将被积的坐标变量作傅里叶级数展开

y(t) =

N−1∑
n=1

an sin
nπ

T
t (4.180)

这样在任何特定时刻 t，可以把路径由 y 的函数转变为系数 an 的函数。这是一个线性变换，其

变换行列式 J 是个常数，与 ω、m、~无关。可以直接求 J 的值，但是这里避开对 J 求值，把所

有与 ω无关的因子（包括 J）都归并成一个常数因子。因为 ω = 0时，F (T )就是自由粒子的传

播子系数。这个常数因子，可以借助自由粒子传播子系数 F (T ) =
√

m
2πi~T 恢复。于是势能项为

mω2

2

∫T
0
y2dt =

mω2

2

N−1∑
n=1

N−1∑
m=1

anam

∫T
0
sin

nπt

T
sin

mπt

T
dt

=
mω2

2

T

2

N−1∑
n=1

a2n (4.181)

动能项为

m

2

∫T
0
ẏ2dt =

m

2

N−1∑
n=1

N−1∑
m=1

nπ

T

mπ

T
anam

∫T
0
cos

nπt

T
cos

mπt

T
dt

=
m

2

T

2

N−1∑
n=1

(nπ
T

)2
a2n (4.182)

其中用到积分公式
2

L

∫L
0
dx sin

nπx

L
sin

mπx

L
= δnm, n,m ∈ N (4.183)

2

L

∫L
0
dx cos

nπx

L
cos

mπx

L
= δnm, n,m ∈ N (4.184)

代入（4.179）式，由对 y(t)的积分变成对 an的积分，有

F (T ) = J
1

A

∫
da1
A
· · · daN−1

A
exp

{
im

2~
T

2

N−1∑
n=1

(
n2π2

T 2
− ω2

)
a2n

}
(4.185)
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系数 A暂时参见费曼《量子力学与路径积分》2-21式。对单个系数 an积分，有∫
exp

{
im

2~
T

2

N−1∑
n=1

(
n2π2

T 2
− ω2

)
a2n

}
dan
A

=

(
2

∆tT

)1/2(n2π2
T 2
− ω2

)−1/2

(4.186)

因此，F (T )正比于
N∏
n=1

(
n2π2

T 2
− ω2

)−1/2

=
N∏
n=1

(
n2π2

T 2

)−1/2 N∏
n=1

(
1− ω2T 2

n2π2

)−1/2

(4.187)

第一个乘积与 ω 无关，把它与变换系数行列式以及其他因子归并成一个常数。第二个因子当

N →∞时，利用无穷积分公式1

∞∏
k=1

[
1−

( z

kπ

)2]
=

sin z

z
(4.188)

有
∞∏
n=1

(
1− ω2T 2

n2π2

)−1/2

=

(
sinωT

ωT

)−1/2

(4.189)

于是

F (T ) = C

(
sinωT

ωT

)−1/2

(4.190)

当 ω = 0时，F (T )为自由粒子传播子系数，即

C = F0(T ) =

√
m

2πi~T
(4.191)

于是，一维谐振子传播子系数为

F (T ) =
( mω

2πi~ sinωT

)1/2
(4.192)

有时需要计算积分测度变换的雅可比行列式 J，暂略！！！参见《路径积分与量子物理导引:

现代高等量子力学初步》，同样还矩阵解法，同样参考上书。

系数 F (T )的一般形式求法 对于二次型拉氏量体系，根据传播子系数一般形式求得很方便。由

一维谐振子经典作用量（4.178）式，有

− ∂2Scl
∂xa∂xb

=
mω

sinω(tb − ta)
(4.193)

由（4.114）式，有

F (T ) =

√
1

2πi~
·
(
− ∂2Scl
∂xa∂xb

)
=
( mω

2πi~ sinωT

)1/2
(4.194)

最终一维谐振子传播子为

K(xb, T, xa, 0) =
( mω

2πi~ sinωT

)1/2
exp

{
imω

2~ sinωT
[
(x2a + x2b) cosωT − 2xaxb

]}
(4.195)

其中 T = tb − ta。需要注意的是，这个表达式大小是对的，但是，其相位是分岔的（即
√
i的分

支）。正确表达式，参见 N. S. Thorber & E. F. Taylor, Propagator for the simple harmonic oscillator,

American Journal of Physics 66 (1988) 1022-1024

e−iθ
(

mω

2πi~| sinωT |

)1/2

(4.196)

1王竹溪，郭敦仁，特殊函数概论
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其中 θ = π
4 [1 + 2trunc(ωT/π)]，trunc(x)表示小于或等于 x的最大整数。

4.5.3.3 从传播子导出波函数

将传播子展开为时间的指数函数乘以能量本征函数的积，即

K(xb, t;xa, 0) =
∑
n

e−
i
ℏEntψn(xb)ψ

∗
n(xa) (4.197)

令 τ = e−iωt，有

2i sinωt = eiωt(1− e−2iωt) =
1

τ
(1− τ2) (4.198)

2 cosωt = eiωt(1 + e−2iωt) =
1

τ
(1 + τ2) (4.199)

于是

K(x, t; y, 0) =
( mω

2πi~ sinωt

) 1
2
exp

{
imω

2~ sinωt
[(x2 + y2) cosωt− 2xy]

}
=
(mω
π~

) 1
2
[τ−1(1− τ2)]−

1
2 exp

{
−mω

~
τ

1− τ2

[
(x2 + y2)

1 + τ2

2τ
− 2xy

]}
=
(mω
π~

) 1
2
τ

1
2 (1− τ2)−

1
2 exp

{
mω

~
1

1− τ2

[
−(x2 + y2)

1 + τ2

2
+ 2xyτ

]}
=
(mω
π~

) 1
2
τ

1
2 (1− τ2)−

1
2 exp

{
mω

~
1

1− τ2

[
−(x2 + y2)

(
1− τ2

2
+ τ2

)
+ 2xyτ

]}
=
(mω
π~

) 1
2
e−

mω
2ℏ (x2+y2)τ

1
2 (1− τ2)−

1
2 exp

[
mω

~
−(x2 + y2)τ2 + 2xyτ

1− τ2

]
(4.200)

将所得结果与厄米多项式双线性母函数公式（Mehler公式）2对比
∞∑
n=0

tn

n!2n
Hn(x)Hn(y) = (1− t2)−

1
2 exp

[
−(x2 + y2)t2 + 2xyt

1− t2

]
(4.201)

其中 Hn(x)是厄米多项式，得到

K(x, t; y, 0) =
(mω
π~

) 1
2
e−

mω
2ℏ (x2+y2)τ

1
2

∞∑
n=0

τn

n!2n
Hn

(√
mω

~
x

)
Hn

(√
mω

~
y

)
(4.202)

将 τ = e−iωt，并移项，有

K(x, t; y, 0) =

∞∑
n=0

e−
i
ℏ (n+

1
2
)~ωt

(
1

n!2n

) 1
2 (mω

π~

) 1
4
exp

(
−mω

2~
x2
)
Hn

(√
mω

~
x

)

×
(

1

n!2n

) 1
2 (mω

π~

) 1
4
exp

(
−mω

2~
y2
)
Hn

(√
mω

~
y

)
(4.203)

令 α =
√

mω
~ ，并将（4.203）式与（4.197）式比较得到，一维谐振子波函数为

ψn(x) =

(
α

2nn!
√
π

)1/2

Hn(αx) exp

(
−1

2
α2x2

)
(4.204)

相应的能量本征值为

En =

(
n+

1

2

)
~ω, n = 0, 1, 2, · · · (4.205)

这些结果与量子力学中其他方法所得结果相同。

2王竹溪，郭敦仁，特殊函数概论
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4.5.3.4 谐振子组成系统的密度矩阵

参考（4.249）和（4.250）两式，对谐振子传播子（4.195）式做如下替换

xb −→ x′, xa −→ x, T = −iβ~ (4.206)

即得到由谐振子组成系统的密度矩阵的路径积分形式

ρ(x′, x) =

(
mω

2πi~ sin(−iβ~ω)

)1/2

exp

{
imω

2~ sin(−iβ~ω)
[
(x′2 + x2) cos(−iβ~ω)− 2x′x

]}
(4.207)

由双曲函数

sinhx = −i sin(ix), coshx = cos(ix) (4.208)

有

ρ(x′, x) =

(
mω

2π~ sinhβ~ω

)1/2

exp

{
− mω

2~ sinhβ~ω
[
(x′2 + x2) cosβ~ω − 2x′x

]}
(4.209)

现在求系统的自由能，F = −kT lnZ（4.241）式。由（4.247）式，有

Z =

∫∞
−∞

ρ(x, x)dx =

∫∞
−∞

(
mω

2π~ sinhβ~ω

)1/2

exp

{
− mω

2~ sinhβ~ω
[
2x2 cosβ~ω − 2x2

]}
=

∫∞
−∞

(
mω

2π~ sinhβ~ω

)1/2

exp

{
−mω(coshβ~ω − 1)

~ sinhβ~ω
x2
}
dx

=
1√

2(coshβ~ω − 1)
(4.210)

其中用到积分公式 ∫∞
−∞

e−ax
2
dx =

√
π

a
(4.211)

利用倍角公式

cosh 2x = 2 sinh2 x+ 1 (4.212)

有

Z =
1

2 sinh(β~ω/2)
(4.213)

于是系统自由能为

F = −kT lnZ = kT ln[2 sinh(~ω/2kT )] (4.214)

另一方面，可以利用配分函数定义（4.238）式和谐振子的能量本征值（4.205）式直接求得。

Z =
∑
n

e−βEn =

∞∑
n=0

exp

{
−
(
1

2
+ n

)
~ωβ

}

= exp

(
−1

2
~ωβ

) ∞∑
n=0

exp(−n~ωβ)

=
exp

(
−1

2~ωβ
)

1− exp(−~ωβ)
=

1

exp(~ωβ/2)− exp(−~ωβ/2)
(4.215)

而

sinhx =
ex − e−x

2
(4.216)

于是得到配分函数结果与前面结果一致。
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4.5.4 一维受迫谐振子路径积分形式

重要性：在许多高深问题中非常重要。它在量子电动力学中有许多特殊的应用，因此电磁场

可以表示为一组受迫谐振子。

设一维谐振子受到外力 f(t)的驱动，其拉格朗日量为3

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 + f(t)x (4.217)

代入欧拉—拉格朗日方程（4.14）式，有
∂L

∂x
= −mω2x+ f(t) (4.218)

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

d

dt
(mẋ) = mẍ (4.219)

即

mẍ+mω2x = f(t) (4.220)

为了简化记号，令m = ω = 1，有

ẍ+ x = f(t) (4.221)

这是非齐次二阶线性常微分方程。这种方程的通解是对应的齐次方程的通解加上原方程的一个

特解。因此，可以表示为

x(t) = xc(t) + y(t) (4.222)

其中 xc(t)正是对应的齐次解，已经由（4.175）式给出。且 xc(ta) = xa，xc(tb) = xb，y(ta) =

y(tb) = 0，也就是说，边界条件由 xc(t)来拟合。代入 L，有

L =
1

2
(ẋc + ẏ)2 − 1

2
(xc + y)2 + f(t)(xc + y)

=

(
1

2
ẋ2c −

1

2
x2c

)
+ f(t)xc +

(
1

2
ẏ2 − 1

2
y2 + f(t)y

)
+ (ẋcẏ − xcy) (4.223)

现在求经典作用量 Scl =
∫
Ldt。先逐一分析各项。

（1）首先第四项可以用分部积分∫ tb
ta

(ẋcẏ − xcy)dt = ẋcy
∣∣∣tb
ta
−

∫ tb
ta

(ẍc + xc)ydt

= ẋc(tb)y(tb)− ẋc(ta)y(ta) = 0 (4.224)

其中考虑到 ẍc + xc = 0和 y(t)的边界条件。因此这一项为 0。

（2）再看第一项，实际上它是自由谐振子的作用量，记为 Sc，其表达式已经由（4.178）给出

Sc =
1

2 sinT

[
(x2a + x2b) cosT − 2xaxb

]
(4.225)

于是

Scl = Sc +

∫ tb
ta

f(t)xcdt+

∫ tb
ta

(
1

2
ẏ2 − 1

2
y2 + f(t)y

)
dt (4.226)

（3）由于 xc(t)已经由（4.175）给出

xc(t) =
1

sinT
[xb sin(t− ta) + xa sin(tb − t)] (4.227)

因此，第二项也是已知的，唯一未知的是第三项。

3参考：苏剑林，《<量子力学与路径积分 >习题解答》
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（4）第三项还可以分部积分化简为∫ tb
ta

(
1

2
ẏ2 − 1

2
y2 + f(t)y

)
dt =

1

2
yẏ
∣∣∣tb
ta
− 1

2

∫ tb
ta

[ÿ + y − f(t)]ydt+ 1

2

∫ tb
ta

f(t)ydt

=
1

2

∫ tb
ta

f(t)ydt (4.228)

于是经典作用量进一步简化为

Scl = Sc +

∫ tb
ta

f(t)xcdt+
1

2

∫ tb
ta

f(t)ydt (4.229)

求出第三项需要知道 ẍ+ x = f(t)的一个特解 y(t)，满足 y(ta) = y(tb) = 0。为了求解它，我们

利用格林函数的技巧4。

首先求解下述方程

G̈(t, s) +G(t, s) = δ(t− s), G(ta, s) = G(tb, s) = 0 (4.230)

其中 δ(t)是狄拉克 δ函数。求出之后，可以代入地证明

y(t) =

∫∞
−∞

G(t, s)f(s)ds (4.231)

就是所求的 y(t)，并且满足所要求的边界条件。而且一般来说，对于非齐次的线性方程，一般会

存在一个格林函数G(t, s)，使得非齐次的方程解能够表示成
∫
G(t, s)f(s)ds。求出G(t, s)后，作

用量表示为

Scl = Sc +

∫ tb
ta

f(t)xcdt+
1

2

∫ tb
ta

f(t)

∫∞
−∞

G(t, s)f(s)dsdt (4.232)

需要注意的是，我们研究的是粒子在时间区间 [ta, tb]内的运动，换言之，f(t)在 t > tb或 t < ta

时是怎样的，根本不会影响到我们研究的问题。因此，上述积分中，虽然包含了
∫∞
−∞，而真正对

结果会有影响的仅是
∫tb
ta
部分

Scl = Sc +

∫ tb
ta

f(t)xcdt+
1

2

∫ tb
ta

f(t)

∫ tb
ta

G(t, s)f(s)dsdt (4.233)

现在问题就只剩下求 G(t, s)，它已经被很多数学物理教程所求出，

G(t, s) =


sin(t− tb) sin(s− ta)

sinT
, t > s

sin(s− tb) sin(t− ta)
sinT

, t < s

(4.234)

积分号是
∫tb
ta

∫tb
ta
，也就是说积分区域是由 t = ta、t = tb、s = ta、s = tb围成的方形区域，由于

G(t, s)的分段特点，可以把它以对角线分成两块，分别对应于 t > s和 t < s，分别积分。整理

积分的结果是
1

2

∫ tb
ta

∫ tb
ta

f(t)G(t, s)f(s)dsdt =
1

sinT

∫ tb
ta

∫ t
ta

f(t) sin(t− tb) sin(s− ta)f(s)dsdt (4.235)

至此，各个未知的量已经求出，最后综合以上各个步骤，并且恢复m，ω，有

Scl =
mω

2 sinωT

[
(x2b + x2a) cosωT − 2xbxa

+
2xb
mω

∫ tb
ta

f(t) sinω(t− ta)dt+
2xa
mω

∫ tb
ta

f(t) sinω(tb − t)dt

4顾樵，数学物理方法
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− 2

m2ω2

∫ tb
ta

∫ t
ta

f(t)f(s) sinω(tb − t) sinω(s− ta)dsdt
]

(4.236)

4.6 密度矩阵的路径积分形式

4.6.1 密度矩阵的引入

处于热力学平衡态的量子力学系统可以存在于各种不同的能级。量子统计力学的结果表明，

系统处于能量为 E 的状态的概率正比于 exp(−E/kT )，其中 kT 是以自然能量为单位度量的温

度。这里既不推导也不讨论这个指数分布定律。需要强调的是，能量 E 是整个系统的能量。如

果某能级是简并的，则在此特殊能级上的每一个状态有相同的概率。这意味着，系统具有此特殊

能量值的总概率要增大一个因子，这个因子就是此简并能级中的状态数。

这里给出的指数定律还不是真正的概率分布，因为它尚未归一化。归一化因子可以写成 1/Z，

Z 被称为配分函数。于是，系统处于能量 En的状态（假设它不简并）的概率是

pn =
1

Z
e−βEn (4.237)

其中 β = 1/kT。这意味着 ∑
n

pn = 1 =⇒ Z =
∑
n

e−βEn (4.238)

另一方面，一个等价的归一化过程是定义一个能量 F，使得

pn = e−β(En−F ) (4.239)

F 被称为体系的自由能。当然，其值与温度 T 有关，尽管各个能级 En与 T 无关。于是，

Z = e−βF (4.240)

F = −kT lnZ (4.241)

系统处于热平衡的各种物理性质可以由配分函数推导出来。参见费曼书。

用 Â代表体系某物理性质的力学量算符，它在第 n个状态中的平均值是

An =

∫
ϕ∗nÂϕndΓ (4.242)

其中 Γ表示对系统全空间积分。以一维系统为例，则力学量 Â在整个系统的统计平均值（期望

值）为

⟨Â⟩ =
∑
n

pnAn =
1

Z

∑
n

Ane
−βEn =

1

Z

∑
n

∫
ϕ∗n(x)Âϕn(x)dxe

−βEn (4.243)

特别的，如果系统处于本征态 ϕn(x)描述的单态（纯态）中，那么发现它处于 x的概率是这个本

征态的模方 ϕ∗n(x)ϕn(x)（在态 ϕn 中发现物理量 x的概率）。这样，发现体系所有可能状态处于

x的概率是

P (x) =
1

Z

∑
n

ϕ∗n(x)ϕn(x)e
−βEn (4.244)

简单来说，系统处于各个本征态 ϕn服从玻耳兹曼分布由 pn描述（换句话说，pn描述系统处于第

n个本征态 ϕn的概率），而系统在第 n个本征态中处于（得到）力学量 x的概率又由 ϕ∗n(x)ϕn(x)

描述。于是整个系统处于（得到）力学量 x的概率为上式。这里有两层概率，一层是物理量处于
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本征态的概率，另一层是系统处于该本征态的概率。显然，如果知道了函数

ρ(x′, x) =
∑
n

ϕn(x
′)ϕ∗n(x)e

−βEn = ⟨x′|e−βĤ |x⟩ (4.245)

则所有像（4.243）式那样的期望值都能得到。出现在（4.243）式中的函数 Â 是一个算符，它

只作用于表达式中的 ϕn(x)，而不作用于 ϕ∗n(x)，所以知道（4.245）式中函数就足够了。使用量

ρ(x′, x)时，可以设想 Â只作用于 x′之后，在 Âρ(x′, x)中令 x′等于 x，最后再遍及所有 x积分。

这个过程称为找出 Âρ的迹。由 ρ(x′, x)的定义，有

P (x) =
1

Z
ρ(x, x) (4.246)

又因概率 P (x)是归一化的，所以它遍及 x的积分为 1，即

Z =

∫
ρ(x, x)dx ≡ tr{ρ} (4.247)

其中 tr是“迹（trace）”这个词的缩写。ρ(x′, x)被称为密度矩阵。更确切地说是，对应于温度 T

的统计密度矩阵。这时（4.243）式可表示为

⟨A⟩ = tr{Âρ}
tr{ρ}

(4.248)

“密度矩阵”这个词也广泛应用于无论是否处于热平衡的一般系统，并且通常用 ρ(x′, x) 的归一

化形式。

4.6.2 思路一

密度矩阵表达式（4.245）式与传播子（4.80）式极其相似。如

ρ(x′, x) =
∑
n

ϕn(x
′)ϕ∗n(x)e

−βEn (4.249)

K(xb, tb;xa, ta) =
∑
n

ϕn(xb)ϕ
∗
n(xa)e

−(i/~)En(tb−ta) (4.250)

传播子表达式成立的条件是，系统哈密顿量是不随时间变化的常量，并且 tb > ta，然和这个条

件已经隐含在统计力学中了。因为只有哈密顿量不随时间变化，系统才能达到平衡。以上两式形

式上的不同在于指数上的变量。如果传播子表达式中的时间差 tb − ta换成 −iβ~，那么密度矩阵
的表达式在形式上与传播子的表达式一样，相应的传播子具有负虚时间间隔。

我们可以从另一观点来进一步阐述这两个表达式之间的类似性。先把密度矩阵写得看起来

更像传播子一点，即把 ρ(xb, xa)写为 k(xb, ub;xa, ua)，即

k(xb, ub;xa, ua) =
∑
n

ϕn(xb)ϕ
∗
n(xa)e

−[(ub−ua)/~]En (4.251)

当 xb = x′，xa = x，ub = ~β，ua = 0时，上式就变得与传播子（4.250）式完全一致了。

。。。。。。。。。。。暂略！参看费曼书。

4.6.3 思路二

。。。。。。侯伯元的书。
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4.7 影响泛函

系统与热库的哈密顿量为

H ≡ HS +HB +HSB (4.252)

χ(t) = e−i/~Htχ(0)ei/~Ht (4.253)

设系统的自由度为 q，热库的自由度为 x，则 χ(t)在坐标表象下为

⟨x, q|χ(t)|q′, x′⟩ =
∫
dq0dq

′
0dx0dx

′
0 · ⟨x, q|e−i/~Ht|q0, x0⟩ · ⟨x0, q0|χ(0)|q′0, x′0⟩ · ⟨x′0, q′0|ei/~Ht|q′, x′⟩

(4.254)

现在对热库的自由度取迹得到我们所关心的系统约化密度矩阵，即

ρ(t) ≡ TrBχ(t) (4.255)

于是

⟨q|ρ(t)|q′⟩ =
∫
dq0dq

′
0dx0dx

′
0dx · ⟨x, q|e−i/~Ht|q0, x0⟩ · ⟨x0, q0|χ(0)|q′0, x′0⟩ · ⟨x′0, q′0|ei/~Ht|q′, x⟩

(4.256)

考虑到总的哈密顿量由三部分构成，同样对应着三部分经典作用量

Stotal ≡ SS [q] + SB[x] + SSB[xq] (4.257)

以下为了简便，将经典作用量下标略去，由它的变量确定不同的作用量。于是约化密度矩阵元的

路径积分形式为

⟨q|ρ(t)|q′⟩ =
∫
dq0dq

′
0dx0dx

′
0dx

∫ q
q0

Dq
∫x
x0

Dx
∫ q′
q′0

D∗q′
∫x′=x
x′0

D∗x′

× exp[i(S[q] + S[x] + S[xq])− i(S[q′] + S[x′] + S[x′q′])]× ⟨x0q0|χ(0)|q′0, x′0⟩

=

∫
dq0dq

′
0

∫ q
q0

Dq
∫ q′
q′0

D∗q′ exp[i(S[q]− S[q′])]

×
∫
dx0dx

′
0dx

∫x
x0

Dx
∫x
x′0

D∗x′ exp[i(S[x] + S[xq])− i(S[x′] + S[x′q′])]

× ⟨x0, q0|χ(0)|q′0, x′0⟩ (4.258)

假设 t = 0初始时刻，系统与热库是可以分离的5，即

χ(0) = ρ(0)⊗ ρB (4.259)

有

⟨q|ρ(t)|q′⟩ =
∫
dq0dq

′
0⟨q0|ρ(0)|q′0⟩

∫ q
q0

Dq
∫ q′
q′0

D∗q′ exp[i(S[q]− S[q′])]F [q(t′), q′(t′)] (4.260)

其中

F [q(t′), q′(t′)] ≡
∫
dx0dx

′
0dx⟨x0|ρB|x′0⟩

∫x
x0

Dx
∫x
x′0

D∗x′ exp[i(S[x] + S[xq])− i(S[x′] + S[x′q′])]

(4.261)

5In the original Feynman-Vernon method, one assumes a factorising initial condition χ(t = 0) = ρ(0)⊗ ρB , although that can
be generalised to non-factorising initial density matrices χ(t = 0), cf. for example H. Grabert, P. Schramm, G. L. Ingold, Phys.
Rep. 168, 115 (1988), or the book by Weiss.
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被称为影响泛函（influence functional）。可以看到，影响泛函由热库作用量和系统与热库相互作

用量构成，其中热库自由度都被积分掉了，只剩下系统自由度。因此，它描述的是热库对系统密

度矩阵随时间演化的影响。如果系统与热库没有相互作用，HSB = 0，则 F [q(t′), q′(t′)] = 1。可

见，热库 HB 和系统与热库相互作用 HSB 的形式不同，影响泛函的形式也是不同的。

4.7.1 算符形式的影响泛函

假设系统与热库相互作用的哈密顿量可以写成热库算符与系统坐标函数相乘的形式，即

HSB = HSB[q] = f(q̂)X̂ (4.262)

则影响泛函可以写成

F [q(t′), q′(t′)] ≡
∫
dx0dx

′
0dx⟨x0|ρB|x′0⟩

∫x
x0

Dx exp[i(S[x] + S[xq])]

∫x
x′0

D∗x′ exp[−i(S[x′] + S[x′q′])]

=

∫
dx0dx

′
0dx⟨x0|ρB|x′0⟩⟨x|UB[q]x0⟩[⟨x|UB[q′]x′0⟩]∗

= TrB
(
ρBU

†
B[q

′]UB[q]
)

(4.263)

where UB[q] is the unitary time-evolution operator for the time-dependent Hamiltonian HB + HSB[q]

with a given q(t′), 0 ⩽ t′ ⩽ t. Note that q(t′) and q′(t′) are independent paths, they enter as ‘external’

parameters into the influence functional which then in the final expression for ⟨q|ρ(t)|q′⟩ is integrated

over all paths q(t′) and q′(t′). This form is useful to recognise general properties of F [q(t′), q′(t′)],

当 q(t′) = q′(t′)，有 F [q(t′), q′(t′)] = TrB
(
ρBU

†
B[q

′]UB[q
′]
)
= 1

这种算符形式的影响泛函特别适合讨论系统耦合自旋热库、费米热库等情形。

4.7.2 一维阻尼谐振子的路径积分形式

系统耦合单个谐振子的哈密顿量为

HB +HSB[q] ≡ HB(t) ≡
p2

2M
+

1

2
MΩ2x2 + g(t)x (4.264)

其中为了不失一般性，设 f [q(t)] = g(t)。而薛定鄂方程

i
∂

∂t
UB(t) = HB(t)UB(t), UB(0) = 1 (4.265)

解的形式为

UB(t) = T̂e−i
∫t
0 dt

′HB(t′) (4.266)

其中 T̂是时序算符。但是我们不能通过上式直接求得 UB(t)，因为 HB(t
′)在不同的时间不是相

互对易的。通过直接计算路径积分可以最终得到 UB(t)，但是很冗长。这里采用另一种方法，即

引入相互作用绘景，有

HB(t) =
p2

2M
+

1

2
MΩ2x2 + g(t)x ≡ H0 + V (t) (4.267)

UB(t) = e−iH0tŨ(t) (4.268)

i
∂Ũ(t)

∂t
= Ṽ (t)Ũ(t) (4.269)

xuanleng.me@gmail.com 188 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me

Ṽ (t) = eiH0tV (t)e−iH0t = g(t)

(
x̂ cosΩt+

p̂

MΩ
sinΩt

)
(4.270)

对于（4.270）式，利用 Hadamard公式（2.336）式，有

eiH0tV (t)e−iH0t

=V (t) +
1

1!
[H0, V (t)] · it+ 1

2!
[H0, [H0, V (t)]] · (it)2 + 1

3!
[H0, [H0, [H0, V (t)]]] · (it)3 + · · ·

=g(t)x+ g(t)
p

M
t− 1

2!
g(t)xΩ2t2 − 1

3!
g(t)

p

M
Ω2t3 +

1

4!
g(t)xΩ4t4 +

1

5!
g(t)

p

M
Ω4t5 + · · ·

=g(t)x

[
1− (Ωt)2

2!
+

(Ωt)4

4!
+ · · ·

]
+ g(t)

p

MΩ

[
Ωt− (Ωt)3

3!
+

(Ωt)5

5!
+ · · ·

]
=g(t)x̂ cosΩt+ g(t)

p̂

MΩ
sinΩt (4.271)

其中

[H0, V (t)] =

[
p2

2M
+

1

2
MΩ2x2, g(t)x

]
=
g(t)

2M
[p2, x] = −ig(t) p

M
(4.272)

[H0, [H0, V (t)]] =

[
p2

2M
+

1

2
MΩ2x2,−ig(t) p

M

]
= Ω2g(t)x (4.273)

设 Ũ(t)具有如下一般形式

Ũ(t) = e−iA(t)e−iB(t)x̂e−iC(t)p̂ (4.274)

对它求导，有

i
∂

∂t
Ũ(t) = Ȧ(t)Ũ(t) + x̂Ḃ(t)Ũ(t) + Ċ(t)e−iA(t)e−iB(t)x̂p̂e−iC(t)p̂

= Ȧ(t)Ũ(t) + x̂Ḃ(t)Ũ(t) + Ċ(t)e−iA(t)
(
p̂e−iB(t)x̂ +

[
e−iB(t)x̂, p̂

])
e−iC(t)p̂

= Ȧ(t)Ũ(t) + x̂Ḃ(t)Ũ(t) + p̂Ċ(t)e−iA(t)e−iB(t)x̂e−iC(t)p̂ + Ċ(t)e−iA(t)B(t)e−iB(t)x̂e−iC(t)p̂

=
(
Ȧ(t) + x̂Ḃ(t) + p̂Ċ(t) +B(t)Ċ(t)

)
Ũ(t) ≡ Ṽ (t)Ũ(t) (4.275)

其中 1）第一行虽然可以将 p̂ 提到最右边合并出 Ũ(t)，但是整体无法提出 Ũ(t) 构造第四行形

式，所以要通过第二行来构造；2）第三行用到对易关系式，[e−iαx, p] = i ∂∂xe
−iαx = αe−αx。比

较（4.270）式，有

Ḃ(t) = g(t) cosΩt (4.276)

Ċ(t) =
1

MΩ
g(t) sinΩt (4.277)

Ȧ(t) = −B(t)Ċ(t) (4.278)

于是，得

B(t) =

∫ t
0
dt′g(t′) cosΩt′ (4.279)

C(t) =
1

MΩ

∫ t
0
dt′g(t′) sinΩt′ (4.280)

A(t) = − 1

MΩ

∫ t
0

∫ t′
0
dt′dsg(t′)g(s) cosΩs sinΩt′ (4.281)

因此，

⟨x|UB(t)|x′⟩ = ⟨x|e−iH0te−iA(t)e−iB(t)x̂e−iC(t)p̂|x′⟩
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= e−iA(t)⟨x|e−iH0te−iB(t)x̂|x′ + C(t)⟩

= e−iA(t)⟨x|e−iH0t|x′ + C(t)⟩e−iB(t)[x′+C(t)] (4.282)

其中

1)

e−iC(t)p̂|x′⟩ = e−iC(t)·(−i ∂
∂x

)|x′⟩ = e−C(t) ∂
∂x |x′⟩ =

∞∑
n=0

[−C(t)]n 1

n!

∂n

∂xn
|x′⟩ (4.283)

正好是态 |x′ − C(t)⟩的泰勒展开

|x′ − C(t)⟩ =
n∑
n=0

[−C(t)]n ∂
n

∂xn
|x′⟩ (4.284)

于是

e−iC(t)p̂|x′⟩ = |x′ − C(t)⟩ (4.285)

与前面符号相反，暂且不管

2) 对于 e−iB(t)x̂|x′ + C(t)⟩ = |x′ + C(t)⟩e−iB(t)[x′+C(t)] 是因为态 |x′ + C(t)⟩是算符 x̂的本征

态。

为了得到精确的形式，我们现在需要谐振子的传播子，由（4.84）和（4.195）式，有

⟨x|e−iH0t|x′⟩ =
√

MΩ

2πi sinΩt
exp

{
iMΩ

2 sinΩt

[(
x2 + x′2

)
cosΩt− 2xx′

]}
(4.286)

These again can either be obtained by direct evaluation of the single path integral for the harmonic

oscillator or (somewhat simpler) by using the stationary eigenstates. The matrix element for the driven

harmonic oscillator, ⟨x|UB(t)|x′⟩, can then after some transformations (straightforward algebra with trig

functions) be written as

e−iA(t) = exp

[
− i

MΩ

∫ t
0

∫ t′
0
dt′dsg(t′)g(s) cosΩs sinΩt′

]

= exp

{
iMΩ

2 sinΩt

[
− 2

M2Ω2
sinΩt

∫ t
0

∫ t′
0
dt′dsg(t′)g(s) cosΩs sinΩt′

]}
(4.287)

⟨x|e−iH0t|x′ + C(t)⟩

=

√
MΩ

2πi sinΩt
exp

{
iMΩ

2 sinΩt

[(
x2 + (x′ + C(t))2

)
cosΩt− 2x(x′ + C(t))

]}
=

√
MΩ

2πi sinΩt
exp

{
iMΩ

2 sinΩt

[(
x2 + x′2

)
cosΩt− 2xx′

::::::::::::::::::::::

+ 2x′C(t) cosΩt+ C2(t) cosΩt− 2xC(t). . . . . . . .

]}
=

√
MΩ

2πi sinΩt
exp

{
iMΩ

2 sinΩt

[(
x2 + x′2

)
cosΩt− 2xx′

::::::::::::::::::::::

+
2x′

MΩ

∫ t
0
dt′g(t′) cosΩt sinΩt′

+
1

M2Ω2
cosΩt

∫ t
0
dt′g(t′) sinΩt′ ·

∫ t
0
dt′g(t′) sinΩt′ − 2x

MΩ

∫ t
0
dt′g(t′) sinΩt′

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 (4.288)

利用如下关系式 [∫T
0
f(t)ei

]
(4.289)
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e−iB(t)[x′+C(t)]

=exp
[
−iB(t)x′ − iB(t)C(t)

]
=exp

[
−ix′

∫ t
0
dt′g(t′) cosΩt′ − i

∫ t
0
dt′g(t′) cosΩt′ · 1

MΩ

∫ t
0
dt′g(t′) sinΩt′

]
=exp

{
iMΩ

2 sinΩt

[
− 2x′

MΩ

∫ t
0
dt′g(t′) sinΩt cosΩt′ − 2

M2Ω2
sinΩt

∫ t
0
dt′g(t′) cosΩt′ ·

∫ t
0
dt′g(t′) sinΩt′

]}
(4.290)

⟨x|UB(t)|x′⟩ =
√

MΩ

2πi sinΩt
exp

{
iS(x, t;x′)

}
(4.291)

S(x, t;x′) ≡ MΩ

2 sinΩt

[(
x2 + x′2

)
cosΩt− 2xx′

::::::::::::::::::::::

− 2x

MΩ

∫ t
0
dt′g(t′) sinΩt′

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
− 2x′

MΩ

∫ t
0
dt′g(t′) sinΩ(t− t′)

− 2

M2Ω2

∫ t
0

∫ t′
0
dt′dsg(t′)g(s) sinΩ(t− t′) sinΩs

 (4.292)

This coincides with the result given in L. S. Schulman, Techniques and Applications of Path

Integration, Wiley (1981).

4.7.3 系统耦合单个谐振子的影响泛函

系统耦合单个阻尼谐振子的影响泛函，为

F [q(t′), q′(t′)] ≡ TrB

(
ρBU

†
B[q

′]UB[q]
)

利用（4.263）式

= TrB

(
ρBŨ

†[q′]eiH0te−iH0tŨ [q]
)

利用（4.268）式

= TrB

(
ρBe

iC′p̂eiB
′x̂eiA

′
e−iAe−iBx̂e−iCp̂

)
利用（4.274）式

= ei(A
′−A)

∫
dx⟨x|ρB|eiC

′p̂ei(B
′−B)x̂e−iCp̂|x⟩

= ei(A
′−A)

∫
dx⟨x|ρB|eiC

′p̂ei(B
′−B)x̂|x+ C⟩

= ei(A
′−A)

∫
dx⟨x|ρB|eiC

′p̂|x+ C⟩ei(B′−B)(x+C)

= ei(A
′−A)

∫
dx⟨x|ρB|x+ C − C ′⟩ei(B′−B)(x+C) (4.293)

其中为了书写方便，我们对A(t)、B(t)等做了缩写，且令 g(t′) ≡ f(q(t′))、g′(t′) ≡ f(q′(t′))。假
设密度算符 ρB 处于热平衡状态，有

ρB =
e−βH0

Z
, Z = Tre−βH0 =

1

2 sinhβΩ/2
(4.294)
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⟨x|ρB|x′⟩ =
1

Z
⟨x|e−βH0 |x′⟩ = 1

Z

√
MΩ

2π sinhΩβ
exp

{
−MΩ

2 sinhβΩ

[(
x2 + x′2

)
coshβΩ− 2xx′

]}
(4.295)

其中令传播子矩阵元 ⟨x|e−iH0t|x′⟩中的 it为 it = β (Wick rotation of the time t)。代入影响泛函并

作高斯积分，有

F [q(t′), q′(t′)]

=ei(A
′−A)

∫
dx⟨x|ρB|x+ C − C ′⟩ei(B′−B)(x+C)

=ei(A
′−A) 1

Z

√
MΩ

2π sinhΩβ

∫
dxei(B

′−B)(x+C)

× exp

{
− MΩ

2 sinhβΩ

[(
x2 + (x+ C − C ′)2

)
coshβΩ− 2x(x+ C − C ′)

]}
=exp

{
i(A′ −A) + i

2
(B′ −B)(C + C ′)

}
× exp

{
− 1

4MΩ
coth

βω

2

[
(B′ −B)2 +M2Ω2(C − C ′)2

]}
(4.296)

其中

tanh
x

2
=

coshx− 1

sinhx
, cothx− 1

2
tanh

x

2
=

1

2
coth

x

2
(4.297)

the last step now is to re-insert the definitions of A,B,C,A′, B′, C ′. The resulting long expression

F [q(t′), q′(t′)]

= exp

{
− 1

4MΩ
coth

βω

2

∫ t
0
dt′

∫ t
0
ds(g′t′ − gt′)(g′s − gs) cosΩ(t′ − s)

}
× exp

{
− i

MΩ

∫ t
0
dt′

∫ t′
0
ds(g′t′g

′
s − gt′gs) cosΩs sinΩt′

}

× exp

{
i

2MΩ

∫ t
0
dt′

∫ t
0
ds(g′t′g

′
s − gt′gs) cosΩt′ sinΩs

}
× exp

{
i

2MΩ

∫ t
0
dt′

∫ t
0
ds(g′t′gs − gt′g′s) cosΩt′ sinΩs

}
(4.298)

can be further simplified with sinα cosβ = 1
2 [sin(α − β) + sin(α + β)] and carefully considering the

limits of the integrals and the symmetry of the integrands. Re-installing furthermore gt′ ≡ g(t′) ≡ f [qt′ ]
(we write the time-arguments as an index to avoid bulky expressions with too many brackets), the result

can be written in a compact form, the Feynman-Vernon Influence Functional for the coupling of a single

particle to a single harmonic oscillator in thermal equilibrium,

H = HS [q] +HB[x] +HSB[xq] = HS [q] +
p2

2M
+

1

2
MΩ2x2 + f [q]x (4.299)

⟨q|ρ(t)|q′⟩ =
∫
dq0dq

′
0⟨q0|ρ(0)|q′0⟩

∫ q
q0

Dq
∫ q′
q′0

D∗q′ exp
[
i
(
S[q]− S[q′]

)]
F [qt′ , q′t′ ] (4.300)

F [qt′ , q′t′ ] = exp
{
−Φ[qt′ , q′t′ ]

}
Influence Functional (4.301)
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Φ[qt′ , q
′
t′ ] =

∫ t
0
dt′

∫ t′
0
ds
{
f [qt′ ]− f [q′t′ ]

}{
L(t′ − s)f [qs]− L∗(t′ − s)f [q′s]

}
(4.302)

L(τ) =
1

2MΩ

(
coth

βΩ

2
cosΩτ − i sinΩτ

)
(4.303)

4.7.4 线性响应与涨落耗散定理

考虑如下 L(t)形式

L(t) = ⟨x(t)x(0)⟩ (4.304)

the (van-Hove) position correlation function of the harmonic oscillator with co-ordinate x in thermal

equilibrium. 由

x(0) = x =

√
1

2MΩ
(a+ a†), x(t) =

√
1

2MΩ
(ae−iΩt + a†eiΩt) (4.305)

有

L(t) =⟨x(t)x(0)⟩ = 1

2MΩ
⟨aa†e−iΩt + a†aeiΩt⟩ = 1

2MΩ

{
(1 + nB)e

−iΩt + nBe
iΩt
}

=
1

2MΩ
{(1 + 2nB) cosΩt− i sinΩt} =

1

2MΩ

{
coth

βΩ

2
cosΩt− i sinΩt

}
(4.306)

其中利用了

1 + 2nB = 1 +
2

eβΩ − 1
=
eβΩ + 1

eβΩ − 1
= coth

βΩ

2
(4.307)

现在从另一个角度来看待这个函数。考虑如下哈密顿量

HB[x] +HSB[xq] ≡ H(t) =
p2

2M
+

1

2
MΩ2x2 + f(t)x (4.308)

where we consider the function f [qt] = f(t) for a fixed path qt as an external classical force acting on

the oscillator. The density matrix ρB(t) of the oscillator in the interaction picture fulfills,

ρ̃B(t) =ρ0 − i
∫ t
0
dt′f(t′)[x̃(t′), ρ̃B(t

′)]

≈ρ0 − i
∫ t
0
dt′f(t′)[x̃(t′), ρ0] 1st order (4.309)

where ρ0 = ρB(t = 0) is assumed to be the thermal equilibrium density matrix. The expectation value

of the position is then

⟨x⟩t ≡ TrρB(t)x = Trρ̃B(t)x̃(t)

=⟨x⟩0 − i
∫ t
0
dt′f(t′)Tr[x̃(t′), ρ0]x̃(t) = ⟨x⟩0 − i

∫ t
0
dt′f(t′)Trρ0[x̃(t), x̃(t

′)]

=⟨x⟩0 − i
∫ t
0
dt′f(t′)⟨[x̃(t), x̃(t′)]⟩0 1st order (4.310)

We check that

⟨[x̃(t), x̃(t′)]⟩0 = ⟨[x̃(t− t′), x̃(0)]⟩0 (4.311)

(definition of ρ0 !) and define the linear susceptibility

χxx(t− t′) ≡ iθ(t− t′)⟨[x̃(t− t′), x̃(0)]⟩0 (4.312)
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where the theta function in χxx(t− t′) guarantees causality: the response of x at time t is determined by

the system at earlier times t′ ⩽ t only. so that we can write

⟨x⟩t = ⟨x⟩0 − i
∫ t
0
dt′χxx(t− t′)f(t′) (4.313)

Define additional functions and their symmetric and antisymmetric (in time) linear combinations,

C+(t) ≡ ⟨x̃(t)x⟩0 (4.314)

C−(t) ≡ ⟨x̃(−t)x⟩0 = ⟨xx̃(t)⟩0 (4.315)

C±(t) ≡ S(t)± iA(t) (4.316)

S(t) = S(−t) = 1

2
⟨x̃(t)x+ xx̃(t)⟩0 (4.317)

A(t) = −A(−t) = 1

2i
⟨x̃(t)x− xx̃(t)⟩0 (4.318)

We thus have

χxx(t) = −2θ(t)A(t) (4.319)

We define the Fourier transforms,

Ĉ±(ω) ≡
∫∞
−∞

dtC±(t)eiωt (4.320)

Ŝ(ω) ≡
∫∞
−∞

dtS(t)eiωt (4.321)

Â(ω) ≡
∫∞
−∞

dtA(t)eiωt (4.322)

χ̂(ω) ≡
∫∞
0
dtχ(t)eiωt (4.323)

and use

Tr(e−βHBxx̃(t)) = Tr(e−βHBxeβHBe−βHB x̃(t)) = Tr(x̃(iβ)e−βHB x̃(t))

= Tr(e−βHB x̃(t)x̃(iβ)) = Tr(e−βHB x̃(t− iβ)x)

⇝ C−(t) = C+(t− iβ) (4.324)

and therefore in the Fourier transform

C−(ω) = C+(ω)e−βω (detailed balance relation) (4.325)

We now define real and imaginary part of the Fourier transform of the susceptibility,

χ̂xx(ω) ≡ χ̂′
xx(ω) + iχ̂′′

xx(ω) (4.326)

Then,

χ̂′′(ω) = Im

∫∞
0
dtχ(t)eiωt = −2Im

∫∞
0
dtA(t)eiωt = −2 1

2i

∫∞
0
dt
(
A(t)eiωt −A(t)e−iωt

)
= i

∫∞
0
dt

(
A(t)eiωt −

∫0
−∞

dtA(−t)eiωt
)

= [A(t) = −A(−t)] = i

∫∞
−∞

dtA(t)eiωt

= iÂ(ω) = i
1

2i

(
Ĉ+(ω)− Ĉ−(ω)

)
=

1

2

(
1− e−βω

)
Ĉ+(ω) (4.327)

The relation

χ̂′′(ω) =
1

2

(
1− e−βω

)
Ĉ+(ω) (4.328)
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is called Fluctuation-Dissipation Theorem (FDT) (Callen, Welton 1951) and can be re-written, using

Ŝ(ω) =
1

2
(Ĉ+(ω) + Ĉ−(ω)) =

1

2

(
1 + e−βω

)
Ĉ+(ω), (4.329)

leading to

Ŝ(ω) = χ̂′′(ω) coth
βω

2
. (4.330)

Example- harmonic oscillator: we have

χ(t) = iθ(t)⟨[x(t), x]⟩0 =
iθ(t)

2MΩ

(
e−iΩt − eiΩt

)
⇝ χ̂xx(ω) = Im

i

2MΩ

∫∞
0
dt
(
e−iΩt − eiΩt

)
eiωt

=
1

2MΩ

∫∞
0
dt {cos(ω − Ω)t− cos(ω +Ω)t}

=
1

2MΩ

1

2

∫∞
−∞

dt {cos(ω − Ω)t− cos(ω +Ω)t} , (4.331)

therefore

χ̂xx(ω) =
1

2MΩ

2π

2
{δ(ω − Ω)− δ(ω +Ω)}. (4.332)

On the other hand,

C(t) ≡ L(t) = ⟨x̃(t)x⟩0 =
1

2MΩ

{
coth

βΩ

2
cosΩt− i sinΩt

}
⇝ S(t) =

1

2MΩ
coth

βΩ

2
cosΩt

⇝ S(ω) =
1

2MΩ
π {δ(ω +Ω) + δ(ω − Ω)} coth βΩ

2

=
1

2MΩ
π {−δ(ω +Ω) + δ(ω − Ω)} coth βω

2
= χ̂xx(ω) coth

βω

2
, (4.333)

which is consistent with the FDT.

4.7.5 线性耦合的阻尼谐振子

Our result for the influence phase can immediately be generalised to a single particle, coupled to a

system of N > 1 harmonic oscillators in thermal equilibrium,

H = HS [q] +HB[x] +HSB[xq] = HS [q] +

N∑
α=1

p2α
2Mα

+
1

2
MαΩαx

2 + fα[q]xα (4.334)

F [qt′ , q′t′ ] = exp
{
−Φ[qt′ , q′t′ ]

}
Influence Functional (4.335)

Φ[qt′ , q
′
t′ ] =

N∑
α=1

∫ t
0
dt′

∫ t′
0
ds
{
fα[qt′ ]− fα[q′t′ ]

}{
Sα(t

′ − s)fα[qs]− S∗
α(t

′ − s)fα[q′s]
}

(4.336)

Sα(τ) =
1

2MαΩα

(
coth

βΩα
2

cosΩατ − i sinΩατ
)
. (4.337)

In many applications, one assumes (often for simplicity) a linear coupling to the bath,

HB[x] +HSB[xq] =
N∑
α=1

[
p2α
2Mα

+
1

2
MαΩ

2
α

(
xα −

cα
MαΩ2

α

q

)2
]

=
N∑
α=1

[
p2α
2Mα

+
1

2
MαΩ

2
αx

2
α − cαqxα +

1

2

c2α
MαΩ2

α

q2
]

(4.338)
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F [qt′ , q′t′ ] = exp
{
−Φ[qt′ , q′t′ ]

}
Influence Functional (4.339)

Φ[qt′ , q
′
t′ ] =

∫ t
0
dt′

∫ t′
0
ds
{
qt′ − q′t′

}{
L(t′ − s)qs − L∗(t′ − s)q′s

}
+ i

µ

2

∫ t
0
dt′
{
q2t′ − (q′t′)

2
}

(4.340)

Here, the kernel L(t) and the spectral density J(ω) are

L(τ) ≡ 1

π

∫∞
0
dωJ(ω)

(
coth

βω

2
cosωτ − i sinωτ

)
(4.341)

J(ω) ≡ π

2

N∑
α=1

c2α
MαΩα

δ(ω − Ωα) (4.342)

Note that in this form, an additional term appears in HSB as a potential

Vcounter(q) ≡
1

2
µq2, µ ≡ 1

2

∑
α

c2α
MαΩ2

α

=
2

π

∫∞
0

J(ω)

ω
. (4.343)

Since the action S appears as exp(iS[q]) in the path integral for q and exp(−iS[q]) in the path integral

for q′, we could absorb the counter term into the influence phase as

exp(i
µ

2

∫ t
0
dt′
{
q2t′ − (q′t′)

2
}
) (4.344)

Note that the entire information on the coupling to the bath is now contained in the spectral density J(ω),

which we have defined following the notation of Weiss, ‘Quantum Dissipative Systems’.

Propagator for Damped Harmonic Oscillator One now has to face the tedious task to (exactly)

evaluate the double path integral, which can be done because it is Gaussian. Reference: H. Grabert, P.

Schramm, and G.-L. Ingold, Phys. Rep. 168, 115 (1988). Comparison to Master Equation Approach: R.

Karrlein, H. Grabert, Phys. Rev. E 55, 153 (1997).
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第五章 狄拉克符号

5.1 基本形式

在量子力学中，系统的状态（态）由波函数来描述（波动力学），也可以用态矢量来描述（矩

阵力学）。而采用狄拉克符号能非常直观地表达量子力学的概念和量子系统的性质，并能用来非

常简捷地处理许多运算过程。

（1）系统的态用狄拉克符号“| ⟩”来表示。例如，波函数 Ψ可以表示为 |Ψ⟩，而它的复共轭
Ψ∗ 则用 ⟨Ψ|表示。基于这两个基本符号可以构成各种表示。描述系统的态的狄拉克符号中的填
充物只要能惟一表示这个态，可以有任意的写法。更具体的，有如

1. |x′⟩表示坐标 x的本征函数（本征态），本征值为 x′；

2. |p′⟩表示动量 p的本征函数（本征态），本征值为 p′；

3. |En⟩或 |n⟩表示能量的本征函数（本征态），本征值为 En；

4. |lm⟩表示 (l2, lz)的共同本征函数（本征态），本征值分别为 l(l + 1)和m~。

（2）一个算符的本征态表示为 |ψn⟩，而它的正交归一性表示为∫
ψ∗
mψndx = ⟨ψm|ψn⟩ = δmn (5.1)

对于连续谱情况，本征态 |ψλ⟩的正交归一性表示为∫
ψ∗
λ′ψλdx = ⟨ψλ′ |ψλ⟩ = δ(λ− λ′) (5.2)

例如，坐标算符 x̂的本征态 |x⟩的正交归一性为

⟨x′|x⟩ = δ(x− x′) (5.3)

而动量算符 p̂的本征态 |p⟩的正交归一性为

⟨p′|p⟩ = δ(p− p′) (5.4)

在矩阵力学中，本征态 |ψn⟩称为本征矢（基矢）。而 ⟨ψm|ψn⟩可以理解为基矢 |ψn⟩向基矢
⟨ψm|的投影，或者理解为基矢 |ψn⟩中 |ψm⟩的分量是多少。当m ̸= n时，二基矢正交，投影为

零；当m = n时，二基矢重合，投影为 1。

（3）任意两个量子态之间的内积表示为∫
ψ∗ϕdx = ⟨ψ|ϕ⟩ (5.5)

它可以理解为态矢量 |ϕ⟩向态矢量 ⟨ψ|的投影。其复共轭为

⟨ψ|ϕ⟩∗ = ⟨ϕ|ψ⟩ (5.6)

（4）一个任意态矢量 |ψ⟩向坐标本征矢 ⟨x|的投影就是这个态的以 x为变量的波函数，即

⟨x|ψ⟩ = ψ(x) (5.7)

其复共轭为

⟨ψ|x⟩ = ψ∗(x) (5.8)

（5）算符 F̂ 的本征方程写为

F̂ |ψn⟩ = λn|ψn⟩ (5.9)
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而薛定鄂方程表示为
d

dt
|ψ(t)⟩ = − i

~
Ĥ|ψ(t)⟩ (5.10)

这里 |ψ(t)⟩不包含空间变量。
（6）一个算符 F̂ 作用于态矢量 |ψ⟩，给出新的态矢量 |ϕ⟩ = F̂ |ψ⟩，它的复共轭为

⟨ϕ| = (F̂ |ψ⟩)∗ = ⟨ψ|F̂ † (5.11)

其中 F̂ †是算符 F̂ 的厄米共轭。

（7）算符 F̂ 在任意态 |ψ⟩中的期待值表示为∫
ψ∗F̂ψdx = ⟨ψ|F̂ |ψ⟩ ≡ ⟨F̂ ⟩ (5.12)

（8）利用基矢 |ψn⟩可以构造一个算符

|ψn⟩⟨ψn| (5.13)

它称为投影算符。用这个算符作用于任意态矢量 |Ψ⟩给出

|ψn⟩⟨ψn|Ψ⟩ = ⟨ψn|Ψ⟩|ψn⟩ (5.14)

这意味着算符 |ψn⟩⟨ψn| 对态矢量 |Ψ⟩ 的作用，是将 |Ψ⟩ 投影到基矢 |ψn⟩ 上，给出一个长度为
⟨ψn|Ψ⟩、沿 |ψn⟩方向的态矢量。投影算符的意义可以在下一节中充分体会。

用任意态 |α⟩也可以构成一个投影算符 |α⟩⟨α|，它作用于 |Ψ⟩给出 |α⟩⟨α|Ψ⟩，这是将态矢
量 |Ψ⟩投影到态矢量 |α⟩上，给出一个长度为 ⟨α|Ψ⟩、沿 |α⟩方向的态矢量。
投影算符一般定义为 |α⟩⟨β|，它作用于 |Ψ⟩给出 |α⟩⟨β|Ψ⟩，这是将态矢量 Ψ投影到态矢量

|α⟩上，给出一个长度为 ⟨β|Ψ⟩、沿 |α⟩方向的态矢量。

5.2 本征矢的完备性关系式

设 |ψ1⟩，|ψ2⟩，· · ·，|ψn⟩，· · · 是算符 F̂ 的本征矢，相应的本征值为 λ1，λ2，· · ·，λn，· · ·
本征方程为

F̂ |ψn⟩ = λn|ψn⟩ (5.15)

它的复共轭为

⟨ψn|F̂ † = ⟨ψn|λ∗n (5.16)

设任一态矢量 |Ψ⟩可以按本征矢 |ψn⟩展开为

|Ψ⟩ =
∑
n

cn|ψn⟩ (5.17)

将概率幅写为

cn =

∫
ψ∗
n(x)Ψ(x)dx = ⟨ψn|Ψ⟩ (5.18)

它是态矢量 |Ψ⟩向本征矢 ⟨ψn|的投影。将 cn（5.18）式代入 |Ψ⟩（5.17）式，得

|Ψ⟩ =
∑
n

cn|ψn⟩ =
∑
n

⟨ψn|Ψ⟩|ψn⟩ (5.19)

因为 ⟨ψn|Ψ⟩是一个数，可以置于本征矢 |ψn⟩之后，于是

|Ψ⟩ =
∑
n

|ψn⟩⟨ψn|Ψ⟩ (5.20)
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由于 |Ψ⟩是一个任意的态矢量，为了保证等式成立，有∑
n

|ψn⟩⟨ψn| = 1 (5.21)

它是密度算符 |ψn⟩⟨ψn|对本征态 n的求和，结果为一个单位算符。上式所表示的性质等价于本

征矢的封闭性。通常称上式为本征矢的完备性关系式，因为利用它可以非常便捷地将任意态矢

量 |Ψ⟩按本征矢 |ψn⟩展开

|Ψ⟩ =
∑
n

|ψn⟩⟨ψn|Ψ⟩ =
∑
n

⟨ψn|Ψ⟩|ψn⟩ =
∑
n

cn|ψn⟩ (5.22)

而且按照

cn = ⟨ψn|Ψ⟩ (5.23)

很容易计算展开系数。

事实上将
∑

n |ψn⟩⟨ψn| = 1两边分别向 ⟨x′|和 |x⟩投影，得到∑
n

⟨x′|ψn⟩⟨ψn|x⟩ = ⟨x′|x⟩ (5.24)

利用（5.7）式 ⟨x|Ψ⟩ = Ψ(x)和（5.3）式 ⟨x′|x⟩ = δ(x− x′)，上式变为∑
n

ψ∗
n(x)ψn(x

′) = δ(x− x′) (5.25)

这就是前面所说的本征态封闭性关系式。

另外，展开式 |Ψ⟩ =
∑

n cn|ψn⟩具有直观的几何学意义。事实上，如同直角坐标系中的矢量
A⃗可以写成

A⃗ = Ax⃗i+Aj j⃗ +Azk⃗ (5.26)

的形式一样，态矢量 |Ψ⟩可以写成

|Ψ⟩ = c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩+ c3|ψ3⟩+ · · · (5.27)

这里的基矢 |ψ1⟩，|ψ2⟩，|ψ3⟩，· · · 相当于直角坐标系中的单位矢量 i⃗，j⃗，k⃗。不同的是基矢 |ψn⟩
有无穷多个，它们两两正交，张成一个无穷维的空间，这就是所谓的希尔伯特空间。

5.3 狄拉克符号简述

狄拉克（Dirac）符号作为一种记号，一定要理解符号所代表的意义和符号间所代表的运算。

狄拉克符号很方便，体现出量子力学的意义。开始很不会用 Dirac符号，过了很长时间体会到几

点。觉得能体会到这几点，这一章要讲的都可以扔掉。举一维谐振子基态来说明：

|0⟩：表示“态”，没有具体的波函数，“中间的”0表示该态的特征，一般用能级的序号表

示。只要能惟一区别该态，用什么都可以，当然越简单越好。所以数字是不错的选择。

⟨p|0⟩：左边 ⟨p|表示是在动量表象下，于是 ⟨p|0⟩就表示动量表象下的 |0⟩态，在具体表象
下就有具体的函数形式了，即动量表象下的波函数或本征函数。

⟨x|0⟩：同理，表示坐标表象下的 |0⟩。需要注意的是，通常情况下，我们都在坐标表象下处
理，这样就容易造成先入为主。

⟨p|â−：表示动量表象下的湮灭算符，实际要用时，将动量表象下 â−写出来，即：

⟨p|â− =
1√

2~mω
(mωi~

d

dpx
+ ip) (5.28)
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表象变换

将 ⟨x|0⟩变换到 ⟨p|0⟩只需在 ⟨p|0⟩中间加入 |x⟩⟨x|然后积分，积掉原变量 x，即：

⟨p|0⟩ =
∫+∞

−∞
⟨p|x⟩⟨x|0⟩dx

其中 ⟨p|x⟩为动量表象下 x的本征态，⟨p|x⟩ = 1√
2π~

e−
ipx
h ；⟨x|0⟩为坐标表象下 |0⟩的波函

数；分别将它们代入，积分即可。

5.4 狄拉克符号下波函数的表象变换

表象变换的实质来自量子力学的基本假定，任何一个波函数可以由一组完备正交的本征函

数系表示。而通常所谓的本征方程、本征函数，隐藏了一个前提，即在 A表象下（本征值在不

同表象下不变）。一般讨论的都是在坐标 x表象下的。在 A表象下，本征方程的算符 B 也要用

该表象下的形式。在 A表象下，A是变量。示例参见算符本征方程章节。

用狄拉克符号来进行表象变换是极方便的。例：

（a.1）波函数坐标表象变到动量表象

ψ(p) = ⟨p|ψ⟩ =
∫
dx⟨p|x⟩⟨x|ψ⟩

=

∫
dx

1√
2π~

e
−ixp

ℏ ψ(x) (5.29)

与前面的波动力学处理方式来比较看看 Dirac符号变换的简便。

（a.2）坐标本征函数由坐标表象下变换到动量表象

ϕ(p) = ⟨p|x⟩ =
∫
dx′⟨p|x′⟩⟨x′|x⟩

=

∫
dx′

1√
2π~

e
−ix′p

ℏ δ(x′ − x)

=
1√
2π~

e
−ixp

ℏ (5.30)

其中区别，很明显吧！！

(b)动量表象变换到坐标表象

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ =
∫
dp⟨x|p⟩⟨p|ψ⟩

=

∫
dp

1√
2π~

e
ipx
ℏ ψ(p) (5.31)

5.5 狄拉克符号下算符的矩阵表示

（a）坐标表象中

对于只依赖于坐标的算符 Q̂(x̂)的矩阵表示

⟨x|Q̂(x̂)|x′⟩ = Q(x′)⟨x|x′⟩ = Q(x)δ(x− x′) (5.32)

其中 Q(x) = Q(x1, x2, · · · , xn)是算符 Q̂(x̂)在坐标表象下的本征值。

算符 Q̂(x̂)是只依赖于坐标的算符，在坐标表象下，本征值就是自身。对于只依赖于动量的

算符 P̂ (p̂)怎么办呢？怎么弄出本征值？记得坐标表象下的本征方程吗？将只依赖于动量的算符
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P̂ (p̂)写成坐标表象下的形式就行。1值得注意的是 δ(x− x′)不就是坐标 x在坐标表象下的本征

态的正交归一关系即 ⟨x|x′⟩ = δ(x− x′)吗？
（1）坐标算符 x的矩阵表示

⟨x′|x̂|x′′⟩ = x′δ(x′ − x′′) (5.33)

左边是狄拉克符号的表示，右边是波动力学下的表示。这就是在自身表象下，算符的矩阵形式，

很重要。这个结合前面的，Dirac符号的关键
∫
dx′|x′⟩⟨x′| = I，完成了算符的矩阵表示。

推导：利用自己表象中的本征方程，x̂|x′′⟩ = x′′|x′′⟩，有

⟨x′|x̂|x′′⟩ = ⟨x′|x′′|x′′⟩

= x′′⟨x′|x′′⟩ 本征值 x′′是实数，可以提出积分外

= x′′δ(x′ − x′′) 本征态（本征函数）正交归一关系

= x′δ(x′ − x′′) 数学上是 δ函数的性质 x′ = x′′ (5.34)

物理上正交归一关系，本征态要相同，本征值也就相同。

（2）只依赖于 x的势能算符 V (x)（将其看成算符的话）的矩阵表示

⟨x′|V (x)|x′′⟩ = V (x′)δ(x′ − x′′) (5.35)

很好理解，V (x)在 x表象下就是自身一系列的值，这样写，无非是想将其展开，表现得更像一

个一个值。实际操作还不是将值一个一个代进去，或者直接用这个关于 x的函数。

（3）动量算符 p的矩阵表示

⟨x′|p̂|x′′⟩ = −i~ ∂

∂x′
δ(x′ − x′′) (5.36)

推导方法一：

⟨x′|p̂|x′′⟩ =
∫ ∫

dp′dp′′⟨x′|p′⟩⟨p′|p̂|p′′⟩⟨p′′|x′′⟩

=

∫ ∫
dp′dp′′⟨x′|p′⟩⟨p′|p̂|p′′⟩

:::::::
⟨p′′|x′′⟩

=

∫ ∫
dp′dp′′

1√
2π~

e
ip′x′

ℏ • p′δ(p′ − p′′) • 1√
2π~

e
−ip′′x′′

ℏ

=
1

2π~

∫
dp′p′e

ip′x′
ℏ

∫
dp′′δ(p′ − p′′)e

−ip′′x′′
ℏ

=
1

2π~

∫
dp′p′e

ip′(x′−x′′)
ℏ 注意 p′为动量的本征值

=

(
−i~ ∂

∂x′

) ∫
dp′

1

2π~
e

ip′(x′−x′′)
ℏ

= −i~ ∂

∂x′
δ(x′ − x′′) (5.37)

这里有五项要注意的：

1、p̂|p′⟩ = p′|p′⟩ − i~ ∂
∂x′

1
2π~e

ip′(x′−x′)
ℏ = −i~ 1

2π~e
ip′(x′−x′′)

ℏ • ip
′

~ 算符作用本征态提取本征函数，

表象要一致。以此说明推导的倒数第二项；

2、积分，积谁的分；

3、谁是变量；

4、⟨p′′|x′′⟩ = 1√
2π~

e
−ip′′x′′

ℏ 上标是一致的；

1详见王正行 p43
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5、积分得到 δ函数需要的系数。

特别说明

这种方法实质上利用的是 Dirac符号下的幺正变换和正交归一关系。

幺正变换，具体看书上。这里以此为例说明下 Dirac符号下幺正变换矩阵的形式是怎样的。

由 F表象变换到 F ′表象幺正变换矩阵的定义：

Sαk = (ϕ′α, ϕk)

其中 ϕ′α为 F ′表象的基矢，ϕk 为 F表象的基矢。

取具体两个矩阵元来看：

S12 =

∫
ϕ′∗1 ϕ2dτ = ⟨F ′

1|F2⟩

S†
12 = S∗

21 = (

∫
ϕ′∗2 ϕ1dτ)

∗ =

∫
ϕ∗1ϕ

′
2dτ = ⟨F1|F ′

2⟩

即：

Sαk = ⟨F ′
α|Fk⟩

S†
αk = ⟨Fα|F

′
k⟩

注意 F ′
α 与 F ′

k 是同组基矢（同表象）中不同的基矢，F
′
α 与 Fα 是不同表象下的基矢，这四

者都是不同的。

在该推导中

S = ⟨x′|p′⟩

S† = ⟨p′′|x′′⟩

由算符幺正表换的定义：L′ = SLS†，有：

⟨x′|p̂|x′′⟩ =
∫ ∫

dp′dp′′⟨x′|p′⟩⟨p′|p̂|p′′⟩⟨p′′|x′′⟩

说这么多，只是要你知道这回事就够了。实际操作哪要绕这么大弯！！

推导方法二：由量子力学基本对易关系 [x̂, p̂] = i~，等式右边

⟨x′|[x̂, p̂]|x′′⟩ = i~⟨x′|x′′⟩ = i~δ(x′ − x′′) (5.38)

等式左边

⟨x′|[x̂, p̂]|x′′⟩ = ⟨x′|x̂p̂− p̂x̂|x′′⟩

= ⟨x′|x̂p̂|x′′⟩ − ⟨x′|p̂x̂|x′′⟩

= (x̂|x′⟩)∗p̂|x′′⟩ − ⟨x′|p̂x′′|x′′⟩

= (x′|x′⟩)∗p̂|x′′⟩ − x′′⟨x′|p̂|x′′⟩

= x′⟨x′|p̂|x′′⟩ − x′′⟨x′|p̂|x′′⟩

= (x′ − x′′)⟨x′|p̂|x′′⟩ (5.39)

即

(x′ − x′′)⟨x′|p̂|x′′⟩ = i~δ(x′ − x′′) (5.40)
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利用 δ(x)的性质：δ(−x) = δ(x)，x
d

dx
δx = −δ(x)，有

⟨x′|p̂|x′′⟩ = i~
1

(x′ − x′′)
δ(x′ − x′′)

= i~
1

(x′ − x′′)
•
[
−(x′ − x′′) ∂

∂x′
δ(x′ − x′′)

]
= −i~ ∂

∂x′
δ(x′ − x′′)

或者 = i~
1

(x′ − x′′)
δ(x′′ − x′) 利用δ(−x) = δ(x)

= i~
1

(x′ − x′′)
•
[
−(x′′ − x′) ∂

∂x′′
δ(x′′ − x′)

]
= i~

∂

∂x′′
δ(x′′ − x′) (5.41)

即

⟨x′|p̂|x′′⟩ = −i~ ∂

∂x′
δ(x′ − x′′) (5.42)

⟨x′|p̂|x′′⟩ = i~
∂

∂x′′
δ(x′′ − x′) (5.43)

对于

−i~ ∂

∂x′
δ(x′ − x′′) = i~

∂

∂x′′
δ(x′′ − x′) (5.44)

可以独立证明。

证明：反复利用利用 δ(x)的性质：δ(−x) = δ(x)，x d
dxδx = −δ(x)，有

−i~ ∂

∂x′
δ(x′ − x′′) = −i~ 1

x′ − x′′
(x′ − x′′) ∂

∂x′
δ(x′ − x′′)

= i~
1

x′ − x′′
δ(x′ − x′′)

= i~
1

x′ − x′′
δ(x′′ − x′)

= i~
1

(x′ − x′′)
• −(x′′ − x′) ∂

∂x′′
δ(x′′ − x′)

= i~
∂

∂x′′
δ(x′′ − x′) (5.45)

（4）动量算符坐标表象下的表示

p̂|x⟩ = i~
∂

∂x
|x⟩ (5.46)

其共轭式为

⟨x|p̂ = −i~ ∂
∂x
⟨x| (5.47)

这就是狄拉克符号表示的坐标表象下的动量算符。

证明一：

p̂|x⟩ = p̂

∫+∞

−∞
dp|p⟩⟨p|x⟩

=

∫+∞

−∞
dpp̂|p⟩⟨p|x⟩ 动量本征方程 p̂|p⟩ = p|p⟩

=

∫+∞

−∞
dpp|p⟩⟨x|p⟩∗ 注意中间的 p为动量的本征值了
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=

∫+∞

−∞
dp|p⟩p 1√

2π~
e

−ipx
ℏ ⟨x|p⟩∗ =

(
1√
2π~

e
ipx
ℏ

)∗

=

∫+∞

−∞
dp|p⟩i~ ∂

∂x

1√
2π~

e
−ipx

ℏ i~
∂

∂x
e

−ipx
ℏ = i~ • e

−ipx
ℏ • −ip

~

= i~
∂

∂x

∫+∞

−∞
dp|p⟩⟨p|x⟩ 这就是表象变换处理的过程吧！

= i~
∂

∂x
|x⟩ (5.48)

注意不同，不要老想着将 p̂ = −i~ ∂
∂x 直接代入

证明二：利用

⟨x′|p̂|x⟩ = i~
∂

∂x
δ(x′ − x) = i~

∂

∂x
⟨x′|x⟩

= i~⟨x′| ∂
∂x
|x⟩ 积分与求导可交换 (5.49)

两边乘以
∫+∞
−∞ dx′|x′⟩，利用

∫+∞
−∞ dx|x⟩⟨x| = 1，得

p̂|x⟩ = i~
∂

∂x
|x⟩ (5.50)

（b）动量表象中。同理，有

1、动量算符 p的矩阵表示

⟨p′|p̂|p′′⟩ = p′δ(p′ − p′′)

2、只依赖于 x的势能算符 V (x)的矩阵表示

⟨p′|V (x)|p′′⟩ = V (i~
∂

∂p′
)δ(p′ − p′′)

3、坐标算符 x的矩阵表示

⟨p′|x̂|p′′⟩ = i~
∂

∂p′
δ(p′ − p′′)

5.6 利用狄拉克符号求薛定鄂方程不同表象下的表示

设粒子在势场 V (x)中运动，H = p2

2m + V (x)，则含时薛定鄂方程的狄拉克符号表示为

i~
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = H|ψ(t)⟩ (5.51)

这是没有具体表象的形式。还记得波函数在具体表象下的形式 ⟨F |ψ⟩吗？

（a）在坐标表象中
i~
∂

∂t
⟨x|ψ(t)⟩ = ⟨x|H|ψ(t)⟩ (5.52)

方程两边是狄拉克符号的形式，现在就是将它们写成波动力学下的形式。方程左边，

i~
∂

∂t
⟨x|ψ(t)⟩ = i~

∂

∂t
ψ(x, t) (5.53)

方程右边

⟨x|H|ψ(t)⟩ =
∫
dx′⟨x|H|x′⟩⟨x′|ψ(t)⟩

=

∫
dx′⟨x|

(
p2

2m
+ V (x)

)
|x′⟩⟨x′|ψ(t)⟩

=

∫
dx′
[

1

2m
⟨x|p2|x′⟩+ ⟨x|V (x)|x′⟩

]
ψ(x′, t)
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=
1

2m

∫
⟨x|p2|x′⟩ψ(x′, t)dx′ +

∫
⟨x|V (x)|x′⟩ψ(x′, t)dx′

= − ~2

2m

∂2

∂x2

∫
δ(x− x′)ψ(x′, t)dx′ + V (x)

∫
δ(x− x′)ψ(x′, t)dx′

= − ~2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) (5.54)

即

i~
∂

∂t
ψ(x, t) = − ~2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) (5.55)

这就是我们常见的坐标表象下的一维薛定鄂方程。

（b）在动量表象中
i~
∂

∂t
⟨p|ψ(t)⟩ = ⟨p|H|ψ(t)⟩ (5.56)

方程左边为

i~
∂

∂t
⟨p|ψ(t)⟩ = i~

∂

∂t
ψ(p, t) (5.57)

方程右边为

⟨p|H|ψ(t)⟩ =
∫
dp′⟨p|H|p′⟩⟨|p′|ψ(t)

=

∫
dp′⟨p|( p

2

2m
+ V (x))|p′⟩ψ(p′, t)

=

∫
dp′⟨p| p

2

2m
|p′⟩ψ(p′, t) +

∫
dp′⟨p|V (x)|p′⟩ψ(p′, t)

=
p2

2m

∫
dp′δ(p− p′)ψ(p′, t) + V (i~

∂

∂x
)

∫
dp′δ(p− p′)ψ(p′, t)

=
p2

2m
ψ(p, t) + V (i~

∂

∂p
)ψ(p, t) (5.58)

即

i~
∂

∂t
ψ(p, t) =

p2

2m
ψ(p, t) + V (i~

∂

∂p
)ψ(p, t) (5.59)
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第六章 势阱与势垒

6.1 无限深方势阱

6.1.1 一维对称无限深方势阱

-

6 6 6

0−a a

V (x)

一维对称无限深方势阱的势表示为

V (x) =

∞ |x| > a

0 |x| < a
(6.1)

现在求势阱中粒子的波函数。

（1）在阱外（|x| > a），粒子不会跑到无限深的“井”外，即 ψ = 0。

（2）在阱内（|x| < a），V (x) = 0，定态薛定谔方程为

−
~2

2m

d2

dx2
ψ = Eψ =⇒ d2

dx2
ψ +

2mE

~2
ψ = 0 (6.2)

令 k2 =
2mE

~2
，有

d2

dx2
ψ + k2ψ = 0 (6.3)

这是标准的二阶常系数齐次线性方程，其解有三种等价的形式

ψ = A cos kx+B sin kx (6.4)

ψ = Ceikx + C ′e−ikx (6.5)

ψ = D sin(kx+ δ) (6.6)

6.1.1.1 思路一

取第一种形式的解。加入物理的思维，取这种解是比较方便的，从波的观点来看，波要在这

个“井”中运动必然是驻波，而驻波就是正弦波和余弦波的叠加（想想驻波的形状），所以取第

一种形式是合适的。有

ψ = A cos kx+B sin kx (6.7)

（1）利用边界条件 ψ|x=a = 0、ψ|x=−a = 0（这是处理问题的关键步骤）有A sin ka+B cos ka = 0

−A sin ka+B cos ka = 0
(6.8)
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即 A sin ka = 0

B cos ka = 0
(6.9)

A和 B 不能同时为零，否则 ψ ≡ 0，即 ψ处处为零，物理上无意义，则解为 1

(i) A = 0, cos ka = 0 =⇒ ka = n
π

2
, k =

nπ

2a
（n为奇数） (6.10)

(ii) B = 0, sin ka = 0 =⇒ ka = n
π

2
, k =

nπ

2a
（n为偶数） (6.11)

由 k2 =
2mE

~2
有

2mE

~2
a2 =

n2π2

4
(6.12)

即体系的能级为

En =
n2π2~2

8ma2
(6.13)

（2）得到的波函数为

ψn =

B cos
nπ

2a
x, n为奇数, |x| < a

0 |x| > a

, ψn =

A sin
nπ

2a
x, n为偶数数, |x| < a

0 |x| > a

(6.14)

两式合并有

ψn =

D sin
nπ

2a
(x+ a) |x| < a

0 |x| > a

(6.15)

可以看到这就是前面说的解的第三种形式，将其展开就很明显

D sin
nπ

2a
(x+ a) = D cos

nπ

2
sin

nπ

2a
x+D sin

nπ

2
cos

nπ

2a
x (6.16)

当 n =奇数，有

ψn = D sin
nπ

2a
(x+ a) = D cos

nπ

2a
x (6.17)

当 n =偶数，有

ψn = D sin
nπ

2a
(x+ a) = D sin

nπ

2a
x (6.18)

由此也可以看出，A = B = D，归一化可知，确实如此。

（3）波函数归一化

1 =

∫
ψ∗ψdτ =

∫a
−a
D2 sin2

nπ

2a
(x+ a)dx = D2

∫a
−a

[
1

2
x− 1

2
cos

nπ

a
(x+ a)

]
dx

= D2

[
1

2
x
∣∣∣a
−a
− 1

2

a

nπ
sin

nπ

a
(x+ a)

∣∣a
−a

]
= D2a (6.19)

即

D =
1√
a

(6.20)

1n为什么不能是负值和零？n为 0时，粒子能量为 0，与物理事实不符；n为负值与为正值等效，参见（6.15）式，不
改变 ϕ2

n 和能量。
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由此看出，同类的归一化系数，有 A2 · 12x
∣∣∣∣上限下限 = 1。

（4）归一化后的波函数为

ψn =


1√
a
sin nπ

2a (x+ a) |x| < a

0 |x| > a
(6.21)

6.1.1.2 思路二

取第二种形式的解。看看这种形式的解，eikx 是个向正方向运动的平面波，e−ikx 是向负方

向运动的平面波，这种解的形式在势垒中更为方便。但既然是解，就仍然可以用。写出指数形式

的解

ψ = Aeikx +Be−ikx (6.22)

（1）同样利用边界条件 ψ|x=a = 0、ψ|x=−a = 0有Ae
ika +Be−ika = 0

Ae−ika +Beika = 0
(6.23)

第二式两边乘以 eika，有

A+Beik2a = 0 =⇒ A = −Beik2a (6.24)

代入第一式，有

−Beik3a +Be−ika = 0 (6.25)

两边乘 e−ika，得

−eik2a + e−i2ka = 0 (6.26)

指数写成三角形式，有

e−ik2a − eik2a = (cos 2ka− i sin 2ka)− (cos 2ka+ i sin 2ka) = −2i sin 2ka = 0 (6.27)

当 2ka = nπ时，成立。并由 k2 = 2mE
~2 ，得

4
2mE

~2
a2 = n2π2 (6.28)

于是体系的能级为

En =
n2π2~2

8ma2
(6.29)

（2）将（6.24）式代入波函数（6.22）式中，有

ψ = −Beik2aeikx +Be−ikx = B(e−ikx − eik2aeikx) = B(e−i
nπ
2a
x − einπei

nπ
2a
x)

= Bei
nπ
2 (e−i

nπ
2a
xe−i

nπ
2 − ei

nπ
2 ei

nπ
2a
x) = Bei

nπ
2 (e−i

nπ
2a

(x+a) − ei
nπ
2a

(x+a)) = −B
2i
ei

nπ
2 sin

nπ

2a
(x+ a)

= C sin
nπ

2a
(x+ a) (6.30)

归一化后的波函数为

ψn =


1
√
a
sin

nπ

2a
(x+ a) |x| < a

0 |x| > a

(6.31)
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由此看出取不同解的形式的等效性，由过程可以看出，不同的思路处理问题难易不一样。对于势

阱问题，显然取第一种形式的解既直观又好解。

6.1.1.3 思路三

取第三种形式的解

ψ = D sin(kx+ δ) (6.32)

利用边界条件 ψ(−a) = 0，有

D sin(−ak + δ) = 0, −ak + δ = iπ, i = 0,±1,±2,±3, · · · (6.33)

δ = ak + iπ, i = 0,±1,±2,±3, · · · (6.34)

利用边界条件 ψ(a) = 0，有

D sin(ak + δ) = 0, ak + δ = jπ, j = 0,±1,±2,±3, · · ·

将（6.34）式代人上式，得

ak + ak + iπ = jπ, k =
j − i
2a

π i = 0,±1,±2,±3, · · · j = 0,±1,±2,±3, · · · (6.35)

令 n = j − i则
n = 0,±1,±2,±3, · · · (6.36)

又考虑到 k2 = 2mE
~2 ，k =

√
2mE
~ ，有

n = 1, 2, 3 · · · (6.37)

于是

k =
n

2a
π, δ =

n

2
π + iπ (6.38)

代入到波函数表达式，有

ψ = D sin
( n
2a
πx+

n

2
+ iπ

)
= D sin

( n
2a
πx+

n

2

)
cos iπ +D cos

( n
2a
πx+

n

2

)
sin iπ

= D′ sin
( n
2a
πx+

n

2

)
(6.39)

即

ψ = D′ sin
nπ

2a
(x+ a) n = 1, 2, 3 · · · (6.40)

由上述过程，利用边界条件时，可以直接令 i = 0更方便一些，重新表述如下：

利用边界条件 ψ(−a) = 0，有

D sin(−ak + δ) = 0, −ak + δ = 0 δ = ak (6.41)

则 ψ = D sin(kx+ ak)，利用边界条件 ψ(a) = 0，有

D sin(ak + ak) = 0 ak + ak = nπ, n = 0,±1,±2,±3 · · · k =
nπ

2a
(6.42)
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因为 k2 = 2mE
~2 ，则 n = 1, 2, 3 · · ·，有

ψ = D sin
nπ

2a
(x+ a) n = 1, 2, 3 · · · (6.43)

6.1.1.4 讨论

前面求得的只是波函数分离变量的一部分（不含时部分，实际上是能量本征函数），真正的

波函数还应加上当初分离的时间项 e−
iEt
ℏ （详见定态薛定谔方程的推导）。于是，一维无限深势

阱中粒子完整的波函数为

ψn(x, t) = ψn(x)e
− iEnt

ℏ (6.44)

其中 En为粒子的能级，En = n2π2~2
8ma2

。进一步展开，有

ψn(x, t) = ψn(x)e
− iEnt

ℏ =
1√
a
sin

nπ

2a
(x+ a)e−

iEnt
ℏ = C1e

i
ℏ (

nπℏ
2a

x−Ent) + C2e
− i

ℏ (
nπℏ
2a

+Ent) (6.45)

可以看出，ψn(x, t)是由两个沿相反方向传播的平面波叠加而成的驻波。

1. 体系能量最低的态称为基态，高一级的就是第一激发态。在本势阱中，n = 1为基态；n = 2

为第一激发态；n = 3为第二激发态；n = 4为第三激发态；依此类推。

2. 当 n为偶数时，ψn(−x) = −ψn(x)，ψn(x) = 1√
a
sin nπ

2a x是奇函数，称波函数具有奇宇称。

当 n为奇函数是，ψn(−x) = ψn(x)，ψn(x) = 1√
a
cos nπ2a x是偶函数，称波函数具有偶宇称。

在一维情况下，只有在势场满足 U(x) = U(−x)，是 x的偶函数时，波函数才具有确定的

宇称。2

3. n = 1时，基态波函数在整个 |x| < a区间中无零点。这种零点亦称为节点。基态波函数无

节点。当 n = 2时，ψ2(x = 0) = 0，第一激发态在 |x| < a的区间中有一个节点，余类推，

即 ψn有 (n− 1)个节点。

（1）基态粒子的动量分布。3即将坐标表象下的基态波函数变换到动量表象下。首先写出粒

子基态（n = 1）的波函数

ψ1(x) =


√

1

a
cos

πx

2a
, |x| < a

0, |x| > a

(6.46)

动量表象下为

φ1(p) =

∫∞
−∞

dx⟨p|x⟩⟨x|1⟩

=

∫∞
−∞

dx
1√
2π~

e−
i
ℏpxψ1(x) =

∫a
−a
dx

1√
2π~

e−
i
ℏpx

√
1

a
cos

π

2a
x

=
1

2
√
2aπ~

∫a
−a
dxe−i

p
ℏx
(
ei

π
2a
x + e−i

π
2a
x
)
=

1

2
√
2aπ~

∫a
−a
dx
[
ei(

π
2a

− p
ℏ) + e−i(

π
2a

+ p
ℏ)
]

=
1

2
√
2aπ~

[
ei(

π
2a

− p
ℏ)x

i
(
π
2a −

p
~
) + e−i(

π
2a

+ p
ℏ)x

−i
(
π
2a +

p
~
)]∣∣∣∣∣

a

−a

=
1

2
√
2aπ~

(
e−i

pa
ℏ + ei

pa
ℏ

π
2a −

p
~

+
e−i

pa
ℏ + ei

pa
ℏ

π
2a +

p
~

)

=
~
a

√
π~
2a

cos pa~
p2 − (π~/2a)2

(6.47)

2曾谨言量子力学教程 p 28定理 3

3参考：见《指导》3.4
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这样处于基态的粒子的动量分布为

|φ(p)|2 = π~3

2a3
cos2 pa~

[p2 − (π~/2a)2]2
(6.48)

6.1.2 非对称一维无限深方势阱

-

6 6

0 a

V (x)

V (x) =

0 0 < x < a

∞ x ⩽ 0, x ⩾ a
(6.49)

（1）在势阱外 ψ = 0；

（2）在势阱内（0 < x < a），薛定谔方程为
d2

dx2
ψ +

2mE

~2
ψ = 0 (6.50)

令 k =
√

2mE
~2 ，则解可表示为

ψ(x) = A sin(kx+ δ) (6.51)

其中 A、δ 为常数。采用这种形式的解非常巧妙，因为求解后会发现 δ = 0，很方便。由边界条

件，连续性（波函数要：连续，有限，单值），有ψ(0) = 0 =⇒ A sin δ = 0 −→ δ = 0, A ̸= 0 （否则无意义）

ψ(a) = 0 =⇒ sin ka = 0 −→ ka = nπ, n = 1, 2, 3, · · ·
(6.52)

于是

E = En =
~2π2n2

2ma2
(6.53)

ψn(x) = A sin
nπx

a
(6.54)

其中 n = 1, 2, 3, · · ·。对波函数归一化

1 = A2 1

2
x
∣∣∣a
0

(6.55)

有

ψn(x) =

√
2

a
sin

nπx

a
(6.56)

6.1.2.1 坐标，动量的期望值 x̄, p̄

详见《指导》3.3
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6.1.2.2 坐标，动量的涨落 ∆x,∆y

详见《指导》3.3

6.1.2.3 态密度

设一个粒子占据一个本征态，在势阱中大量存在粒子的情况下。系统态密度，即单位能量范

围中的态数，

ρ(E) =
dN

dE
(6.57)

其中N 是大量粒子在势阱中占据的量子态的总数。对能量 E，势阱宽度 L，质量m的依赖关系

是怎样的？

对于一维无限深方势阱，有

E =
~2π2n2

2mL2
=⇒ n2 =

2mL2

~2π2
(6.58)

由一个粒子占据一个本征态，则大量粒子在一维无限深势阱中的量子态总数 N 与本征态 {n}的
关系为

N = n (6.59)

于是，有

N2 =
2mL2

~2π2
E =⇒ 2NdN =

2mL2

~2π2
dE =⇒

dN

dE
=
mL2

~2π2
1

N
(6.60)

将 N =
L

~π
√
2mE，代人上式就得到态密度

ρ(E) =
L

2π~

√
2m

E
(6.61)

6.1.3 二维无限深方势阱

设粒子限制在二维无限深方势阱中运动，

V (x, y) =

0; 0 < x < a, 0 < y < b

∞; 其他地方

求粒子能量允许值和相应的波函数。

（1）在势外，由于无限高位势，粒子限制在势阱中运动，ψ(x, y) = 0；

（2）在势里 0 < x < a, 0 < y < b的定态薛定谔方程为(
− ~2

2m

∂2

∂x2
− ~2

2m

∂2

∂y2

)
ψ(x, y) = Eψ(x, y) (6.62)

使用分离变量法，令 ψ(x, y) = ψ(x)ψ(y)，有(
− ~2

2m

∂2

∂x2
− ~2

2m

∂2

∂y2

)
ψ(x)ψ(y) = Eψ(x)ψ(y) (6.63)

即

−ψ(y) ~
2

2m
ψ′′(x)− ψ(x) ~

2

2m
ψ′′(y) = Eψ(x)ψ(y) (6.64)
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两边除以 ψ(x)ψ(y)，有

− ~2

2m

ψ′′(x)

ψ(x)
− ~2

2m

ψ′′(y)

ψ(y)
= E (6.65)

− ~2
2m

ψ′′(x)
ψ(x) 与 −

~2
2m

ψ′′(y)
ψ(y) 无关，只有常数差，令 E = E1 + E2，有

−
~2

2m

ψ′′(x)

ψ(x)
= E1

−
~2

2m

ψ′′(y)

ψ(y)
= E2

(6.66)

即 
ψ′′(x) +

2mE1

~2
ψ(x) = 0

ψ′′(y) +
2mE2

~2
ψ(y) = 0

(6.67)

令 k21 = 2mE1
~2 、k

2
2 = 2mE2

~2 ，有ψ
′′(x) + k21ψ(x) = 0 0 < x < a

ψ′′(y) + k22ψ(y) = 0 0 < y < b
(6.68)

解得 
k1a = n1π, k1 =

n1π

a
=⇒ E1 =

n21π
2~2

2ma2
n1 = 1, 2, 3 · · ·

k2b = n2π, k2 =
n2π

b
=⇒ E2 =

n22π
2~2

2mb2
n2 = 1, 2, 3 · · ·

(6.69)

于是 
ψ(x) =

√
2

a
sin

n1πx

a
n1 = 1, 2, 3 · · ·

ψ(y) =

√
2

b
sin

n2πy

b
n2 = 1, 2, 3 · · ·

(6.70)

能量本征值为

En1,n2 = E1 + E2 =
n21π

2~2

2ma2
+
n22π

2~2

2mb2
=
π2~2

2m

(
n21
a

+
n22
b

)
(6.71)

定态波函数为

ψn1,n2(x, y) =
2√
ab

sin
n1πx

a
sin

n2πy

b
(6.72)

0 < x < a, 0 < y < b n1 = 1, 2, 3, · · · n2 = 1, 2, 3, · · ·（它们彼此无关）

从物理来看：

a、 x与 y无关联，彼此独立；

b、 在 x维度上，x′点的概率：ψ(x′) =
√

2
a sin

n1πx′

a ；

c、 此时，在 y维度上，y′的概率：ψ(y′) =
√

2
b sin

n2πy′

b ；

d、（可以想象在xy平面有一个十字叉叉样）于是在 (x′, y′)的概率：ψ(x′, y′) =
√

4
ab sin

n1πx′

a sin n2πy′

b ；

e、 所以说对于二维、三维方无限深阱，直接用对应的一维情况相乘就是了！
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当 a = b时，能级发生简并。此时，能量本征值为

En1,n2 =
π2~2

2ma2
(
n21 + n22

)
(6.73)

可见简并度取决于 n21 + n22 =
2ma2

π2~2
E 的解 (n1, n2)的个数。

6.1.3.1 态密度

态密度的定义是单位能量范围内量子态的个数，即

ρ(E) =
dN

dE
(6.74)

其中 N 为系统中粒子量子态总数。

设一个粒子占据一个本在态，则二维限深势阱（a = b = L）中量子态由 {n1, n2}(n1, n2 =

1, 2, 3, · · · )表征。将 n1、n2 看成二维空间中的 x、y 坐标轴，坐标上的每个点表示一个量子态，

如 {1, 1}、{1, 2}、{2, 1}等。总量子态数就是以
√
n21 + n22为半径 1/4个圆的面积，即

N =
1

4
πr2 =

1

4
π(n21 + n22) (6.75)

考虑到

E =
π2~2

2mL2
(n21 + n22) =⇒ n21 + n22 =

2mL2

~2π2
E (6.76)

有
4

π
N =

2mL2

~2π2
E =⇒ dN =

L2

2π~2
mdE =⇒ ρ(E) =

L2

2π~2
m (6.77)

可见在二维无限深方势阱中态密度不依赖于 E。

6.1.4 三维无限深方势阱——金属自由电子气模型

设所考虑的体系为长方形固体，三边长分别为 Lx、Ly、Lz。假定电子在固体中不受任何力

的作用，但它不能从固体表面逸出。这个固体即为金属。则这个模型对应的为三维无限深方势阱

模型，其势能为

V (x, y, z) =

0, 0 < x < Lx, 0 < y < Ly, 0 < z < Lz

∞ 其余区域
(6.78)

求粒子的能量本征值和本征波函数。

（1）在长方体外 ψ(x, y, z) = 0

（2）在长方体内定态薛定谔方程为(
− ~2

2m

∂2

∂x2
− ~2

2m

∂2

∂y2
− ~2

2m

∂2

∂z2

)
ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z) (6.79)

参考二维无限深势阱，分离变量，有

E =
n21π

2~2

2mL2
x

+
n22π

2~2

2mL2
y

+
n23π

2~2

2mL2
z

=
π2~2

2m

(n21
L2
x

+
n22
L2
y

+
n23
L2
z

)
(6.80)

ψ(x, y, z) =

√
2

Lx
sin

n1πx

Lx

√
2

Ly
sin

n2πy

Ly

√
2

Lz
sin

n3πz

Lz
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=

√
8

LxLyLz
sin

n1πx

Lx
sin

n2πy

Ly
sin

n3πz

Lz
(6.81)

其中

n1, n2, n3 = 1, 2, 3 · · · （它们彼此无关） (6.82)

当 Lx = Ly = Lz = L时，能级简并。此时能量本征值为

E =
π2~2

2mL2
(n21 + n22 + n23) (6.83)

简并度取决于 n21 + n22 + n23 =
2mL2

π2~2
E 的整数解 (n1, n2, n3)的个数。例如：

基态：n21 + n22 + n23 = 3, E =
3π2~2

2mL2
，(n1n2n3) = (111)无简并；

第一激发态：n21 + n22 + n23 = 6, E =
3π2~2

mL2
，(n1n2n3) = (211), (121), (112)为三重简并；

第二激发态：n21 + n22 + n23 = 9, E =
9π2~2

2mL2
，(n1n2n3) = (221), (122), (212)为三重简并；

6.1.4.1 态密度

态密度的定义是单位能量范围内量子态的个数，即

ρ(E) =
dN

dE
(6.84)

其中 N 为系统中粒子量子态总数。在三维（a = b = c = L）无限深方势阱中，在大量粒子数情

况下，分别讨论它们的态密度对能量 E，参数 L，质量m的依赖关系。

问题的关键就是找准个量子态 n与量子态总数 N 之间的关系。将 n1, n2, n3 视为 x, y, z 轴，

就可以发现 n1, n2, n3 表示的各态就是这个八分之一的正空间中的一个个整数点；于是求量子态

总数变成了几何问题，变成求八分之一球中点数；一个整数点占的体积为 1，于是又变成，求这

个八分之一球的体积了。于是

N =
1

8
·
4

3
πr3 =

1

6
π(n21 + n22 + n23)

3
2 (6.85)

考虑到

E =
π2~2

2mL2
(n21 + n22 + n23) =⇒ n21 + n22 + n23 =

2mL2

π2~2
E (6.86)

于是，有

ρ(E) =
L3

4π2~3
(2m)

3
2

√
E (6.87)

6.1.4.2 费米面与费米能级

4令三维无限深方势阱中体系能量的允许取值为

E =
~2

2m

(n21π2
L2
xπ

2
+
n22π

2

L2
y

+
n23
L2
z

)
=

~2k2

2m
(6.88)

4此节参考顾樵《量子力学 II》
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其中

k⃗ ≡ {kx, ky, kz} =
{
n1π

Lx
,
n2π

Ly
,
n3π

Lz

}
(6.89)

这是固体中电子波矢量的允许取值。由于 nx、ny、nz 均为正数，这里的三维 k-空间对应第一象

限（占整个空间的 1/8）。

费米面 在三维 k-空间中，每个电子态所占的体积为
π3

V
其中 V = LxLyLz 是固体的体积5。假

设该固体包含 N 个原子，每个原子具有 q个“自由”电子。对于宏观尺度的固体，N 具有阿伏

加德罗常量的数量级，相比之下 q 却是一个很小的数（通常为 1或 2）。由于一个电子包含自旋

相反的两个状态，每个状态所占的体积为 1
2(π

3/V )。所以 Nq 个电子的所有状态在 k-空间所占

的体积为

Nq

(
1

2

π3

V

)
=

1

8
·
(
4

3
πk3F

)
(6.90)

其中 kF 是电子态所占据的 1/8个球体的半径。由此得到

kF = (3ρπ2)1/3 ρ ≡ Nq

V
(6.91)

其中 ρ是自由电子密度（单位体积内自由电子的数目）。k-空间中电子态所占据的区域与未被占

据部分的分界面被称为费米面。它是一个 1/8球面，kF 就是这个球面的半径，称 kF 为费米面的

半径（费米半径）。

费米能级 与 kF 对应的能级称为费米能级，用 EF 表示。对于自由电子气，由（6.88）式得到

费米能级为

EF =
~2k2F
2m

=
~2

2m
(3ρπ2)2/3 (6.92)

体积为 V 的固体中全部电子的总能量 可以进一步计算固体中自由电子气的总能量。将 k 看作

连续变量，则 k-空间中 1/8球壳（厚度为 dk）的体积是
1

8
· (4πk2)dk =

1

2
πkdk (6.93)

球壳中的电子态数目为 (
1

2
πk2dk

)(
2V

π3

)
=
V

π2
k2dk (6.94)

其中 2V/π3 是态密度（态体积的倒数）。每个态的能量由（6.88）式给出，于是球壳内全部电子

态的总能量为

dE =
~2k2V
2m

V

π2
k2dk =

~2V
2π2m

k4dk (6.95)

然后对 k在费米面内积分，得到

E =
~2V
2π2m

∫kF
0
k4dk =

~2V k5F
10π2m

(6.96)

这就是体积为 V 的固体中全部电子态的总能量，它与费米面半径的 5次方乘正比。

金属自由电子气模型的最重要的结果是 k-空间电子态所占据的费米面半径 kF 和费米能级

EF。它们在固体物理学中有非常广泛的应用。

5参考顾樵《量子力学 II》
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6.2 有限深一维对称方势阱

暂略！

6.3 势阱问题举例与模型应用

6.3.1 势阱突然变宽了

这个例子可以很好的来理解量子力学的假定，任何一个量子力学态或者说是波函数都可以

用一组正交完备的本征函数系来表示。特殊情况是，这个量子力学态可能是一个系统的本征态。

对这句话的理解是，一维谐振子的基态波函数可以用一维无限深势阱的本征函数展开。只不过，

一维谐振子的基态波函数对一维谐振子而言是个特殊的量子力学态，是本征态；但对一维无限

深势阱而言，一维谐振子的基态波函数只是个系统的态，不是本征态。真正展开时，展开系数可

能得不到一个统一的解析表达式，计算起来比较麻烦。下面这个例子能比较好的说明上述问题。

设粒子处于无限深方势阱

V (x) =

0, 0 < x < a,

∞, x < 0, x > a
(6.97)

中，粒子开始时处于基态（n = 1），E1 =
π2~2

2ma2
。在 t = 0时刻势阱宽突然从右边变为 2a，而粒

子波函数来不及改变。问粒子波函数

ψ(x, 0) =


√

2

a
sin

πx

a
, 0 ⩽ x ⩽ a

0, x < 0, x > a

(6.98)

在加宽了的势阱

V ′(x) =

0, 0 < x < 2a,

∞, x < 0, x > 2a
(6.99)

中是否还是能量本征态？测得粒子能量仍为 E1的概率？

势阱宽突然从右边变为 2a，则新势阱中粒子能量本征态为

ϕn(x) =


√

1

a
sin

nπx

2a
, 0 < x < 2a

0, x < 0, x > 2a

(6.100)

其中 n = 1, 2, 3, · · ·，相应的能量为 εn =
n2π2~2

8ma2
。

对新系统而言，ψ(x, 0)不再是本征态这一特殊量子态，而是普通的态或者是普通的波函数。

可以用新系统的完备本征函数系 ϕn(x)展开。

ψ(x, 0) =
∑
n

cnϕn(x) =
∑
n

cn

√
1

a
sin

nπx

2a
(6.101)
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由 ϕn(x)的正交归一性得

cn =

∫2a
0
ϕ∗n(x)ψ(x, 0)dx =

∫a
0

√
2

a
sin

πx

a

√
1

a
sin

nπx

2a
=


4
√
2 sin

nπ

2
4π − n2π

, n = 1, 3 · · ·
√
2

2
, n = 2

(6.102)

|c1|2 |c2|2 |c3|2 |c4|2 |c5|2 |c6|2 |c7|2 |c8|2 |c9|2 |c10|2 SUM

0.36 0.5 0.129 0 0.007 0 0.002 0 0.001 0 0.999

特别的，当 n = 2时，ε2 = E1，即新系统第一激发态的能量就是原波函数的能量。系统中粒子

处于第一激发态的概率为

|c2|2 =
∣∣∣∣∫2a

0
ϕ∗2(x)ψ(x, 0)dx

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣∣
√
2

2

∣∣∣∣∣
2

=
1

2
(6.103)

即粒子在新的系统中不再处于基态，而是处于新系统本征态的叠加态。

6.3.2 有机物着色问题

参见顾樵《量子力学 I》

6.4 势垒贯穿

-

-

6

0

V0

a

V (x)

势垒贯穿是一维散射问题。设能量为 E 的粒子从无限远处沿 x轴正方向射向势垒。势垒的

势函数写为

V (x) =

V0 0 < x < a

0 x < 0, x > a
(6.104)

对于这类问题,我们最关心的是，一堆粒子打过去，有多少反射了，多少透射了。就是要求得反

射系数和透射系数。反射系数就是粒子反射的个数与总入射个数的比值，也就是反射的概率，也

就是反射流密度比上入射流密度。又根据粒子数守恒，透射系数就是一减去反射系数。

（1）在势垒外，能量本征方程为
d2

dx2
ψ +

2mE

~2
ψ = 0 (6.105)

令 k2 =
√

2mE
~2 ，有

d2

dx2
ψ + k2ψ = 0 (6.106)

它的两个线性无关的解可取为

ψ ∝ e±ikx (6.107)
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由于势垒的存在，在 x < 0 区域中，既有入射波 ϕin = Aeikx，也有反射波 ϕre = Re−ikx；在

x > a区域中则只有透射波 ϕtr = Seikx。于是波函数写为

ψ(x) =

Ae
ikx +Re−ikx x < 0

Seikx x > a
(6.108)

入射粒子流密度为

Jin =
i~
2m

(ϕin∇ϕ∗in − ϕ∗in∇ϕin)

=
i~
2m

(
|A|2eikx d

dx
e−ikx − |A|2e−ikx d

dx
eikx

)
=

i~
2m
|A|2 · (−2ik)

= |A|2~k
m
∝ |A|2k (6.109)

入射波的波幅任意地取为 A = 1，这对于反射和透射系数无影响。并注意到，入射波、反射波和

透射波均为平面波6，于是指数项中的 k就是波矢。有

Jin =
~k
m

=
p

m
= v (6.110)

同理，相应的反射流密度 Jre和透射流密度 Jtr 分别为

Jre = |R|2
~k
m

(6.111)

Jtr = |S|2
~k
m

(6.112)

反射系数 Re和透射系数 Tr为

Re =
Jre
Jin

= |R|2 (6.113)

Tr =
Jtr
Jin

= |S|2 (6.114)

要具体求得系数，则要利用边界条件及波函数的连续性。

（2）首先讨论，E < V0的情形。在势垒内部（0 < x < a，经典禁区），能量本征方程为
d2

dx2
ψ − 2m

~2
(V0 − E)ψ = 0 (6.115)

令

g2 =
2m

~2
(V0 − E) (6.116)

有
d2

dx2
ψ − g2ψ = 0 (6.117)

其通解可取为

ψ(x) = Aegx +Be−gx 0 < x < a (6.118)

g =

√
2m(V0 − E)

~
(6.119)

6参考薛定鄂方程的建立
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结合（6.108）和（6.118）两式，由 ψ及其一阶导 ψ′在 x = 0处连续性条件，有

1 +R = A+B (6.120)

ik

g
(1−R) = A−B (6.121)

以上两式相加、减，分别得
A =

1

2

1 +
ik

g

+R

1−
ik

g


B =

1

2

1−
ik

g

+R

1 +
ik

g

 (6.122)

同理，在 x = a处 ψ与 ψ′的连续性条件，有

Aega +Be−ga = Seika (6.123)

Aega −Be−ga =
ik

g
Seika (6.124)

以上两式相加、减，分别得 
A =

S

2

1 + ik

g

 eika−ga
B =

S

2

1− ik

g

 eika+ga (6.125)

将（6.122）式代入（6.125）式，消去 A、B 得

1 +
ik

g

+R

1−
ik

g

 = S

1 +
ik

g

 eika−ga1−
ik

g

+R

1 +
ik

g

 = S

1−
ik

g

 eika+ga

(6.126)

改写，有 
1 +R

1− ik/g
1 + ik/g

= Seika−ga

1 +R
1 + ik/g

1− ik/g
= Seika+ga

(6.127)

消去 R，得
Seika−ga − 1

Seika+ga − 1
=

(
1− ik/g
1 + ik/g

)2

(6.128)

解出，得

Seika =
−2ik/g

[1− (k/g)2] sinh ga− (2ik/g) cosh ga
(6.129)

因此，透射系数为

T = |S|2 = 4k2g2

(k2 − g2) sinh2 ga+ 4k2g2 cosh2 ga
(6.130)

=
4k2g2

(k2 + g2)2 sinh2 ga+ 4k2g2
=

[
1 +

(k2 + g2)2

4k2g2
sinh2 ga

]−1

(6.131)
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=

[
1 +

1
4E
V0

(1− E
V0
)
sinh2 ga

]−1

(6.132)

类似地，消去 S，可得出 R，于是反射系数为

|R|2 = (k2 + g2)2 sinh2 ga

(k2 + g2)2 sinh2 ga+ 4k2g2
(6.133)

可以看出

|R|2 + |S|2 = 1 (6.134)

讨论：|R|2表示粒子被势垒反弹回去的概率，|S|2表示粒子透过势垒的概率。上式正是概率守恒
的表现。可以看出，即使 E < V0，在一般情况下，透射系数 T 并不为零。粒子能穿透比它动能

更高的势垒的现象，称为：随穿效应。
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7.1 谐振子的重要性

图 7.1: 任意势场

对于任意势场 V (x)在 x0处泰勒展开，有

V (x) = V (x0) + V ′(x0)(x− x0) +
1

2
V ′′(x0)(x− x0)2 + · · · (7.1)

其中 V (x0)为常数，增加一个常数不改变波函数形式，已证。又有 V ′(x0) = 0，V ′′(x0) > 0，因

为在 x0点，V (x0)是最小值。于是

V (x) ≈ 1

2
V ′′(x0)(x− x0)2 (7.2)

只要振幅足够小，任何震动都可以近似为简谐振动。固体中的晶格振动，原子核的表面振动，分

子与分子之间的相互作用势，核子与核子之间的核力势，这些势场在平衡点附近的展开准确到

二阶后，就是谐振子势。另一方面，在物理上，任何连续振动的体系，都可以等价地看成是无穷

多个谐振子的集合。辐射场可以看成是无穷多个谐振子振动发出的简谐波的叠加。所以谐振子

在量子力学中是非常重要的。

7.2 经典谐振子

图 7.2: 经典谐振子
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经典谐振子所受的力为

F = −kx (7.3)

由 F = ma，有

m
d2x

dt2
+ kx = 0 (7.4)

解得1

x(t) = A sinωt+B cosωt (7.5)

其中 ω =
√

k
m 是角频率。

设小球的初始位置为 x0（相对平衡点），初速度为 0，则

x(0) = B = x0 (7.6)

 v(t) =
dx(t)

dt
= Aω cosωt−Bω sinωt

v(0) = 0

=⇒ A = 0 (7.7)

于是小球的位置和速度为

x(t) = x0 cosωt (7.8)

v(t) = −x0ω sinωt (7.9)

力与势能的关系为

F = −dV
dx

(7.10)

将（7.3）式代入上式，得

−kx = −dV
dx

(7.11)

解得

V =
1

2
kx2 (7.12)

将（7.8）式代入上式，于是谐振子势能为

V =
1

2
kx20 cos

2 ωt (7.13)

同理，谐振子动能为

T =
1

2
mv2 =

1

2
mx20ω

2 sin2 ωt =
1

2
kx20 sin

2 ωt (7.14)

谐振子总能量为

E = V + T =
1

2
kx20 cos

2 ωt+
1

2
kx20 sin

2 ωt =
1

2
kx20 (7.15)

可见，谐振子总能量是守恒的。势能和动能分别在 0和最大值 1
2kx

2
0间振荡。谐振子是一个保守

的系统，而且可以证明，对于任何力可以表示为势能导数的系统都是保守的。

1参见数学基础部分：二阶常系数齐次线性方程
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7.3 代数解法

代数解法指的是通过算符代数运算的方法求解量子谐振子的本征问题。通常，量子力学体系

的本征值问题，特别是能理本征值问题，习惯采用分析的方法。所谓分析的方法，即在一定的边

条件下求解微分方程来解决问题。从历史上来看，量子体系的能量本征值问题最早是用代数方

法来求解的。近年来，在物理学各前沿领域中，使用代数方法 (包括群及群表示论)来处理本征

值问题愈来愈普遍，特别是在近似求解中。例如，在简并态或近简并态的微扰论中，往往是在体

系的一个有限的组态空间中把哈密顿量矩阵对角化，即归结为求解一个齐次的线性代数方程组。

无论用代数的方法还是微分方程解法，在能级简并的情况下，体系的对称性（守恒量）的利用都

特别重要。而在代数解法中，守恒量的利用表现得格外明显和必不可少。谐振子哈密顿量的因式

分解法，是由薛定鄂在 40年代提出来的。在因式分解中，引进了升、降算符的概念。升降算符

把相邻的能级、本征态联系起来。

7.3.1 升降算符的引入

谐振子的势能为

V (x) =
1

2
mω2x2 (7.16)

谐振子的哈密顿量为

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 (7.17)

由因式分解公式

ν2 + µ2 = (ν + iµ)(ν − iµ) (7.18)

对谐振子的哈密顿量重新构造，但是要注意到算符 x与 p不对易，有

Ĥ =
mω

2~

(
x̂− i

mω
p̂

)(
x̂+

i

mω
p̂

)
~ω +

1

2
~ω (7.19)

其中用到坐标与动量算符的对易关系 [x̂, p̂] = i~。一定要注意顺序不能随便调换。于是可以定义

新的算符为

â+ =

√
mω

2~

(
x̂− i

mω
p̂

)
â− =

√
mω

2~

(
x̂+

i

mω
p̂

)
(7.20)

也有写成如下形式

â+ =
1

√
2~mω

(mωx̂− ip̂) â− =
1

√
2~mω

(mωx̂+ ip̂) (7.21)

先不要在意下标哪个是−，哪个是+，这是由后来的讨论决定的。并且 â+被称为“升算符”；â−
被称为“降算符”。于是谐振子哈密顿量由升降算符表示为

Ĥ = ~ω
(
â+â− +

1

2

)
(7.22)

同样，坐标和动量算符由升降算符表示为

x̂ =

√
~

2mω
(â+ + â−) p̂ = i

√
~mω
2

(â+ − â−) (7.23)
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可以无量纲化，令

X = x

√
mω

~
, P =

p√
~mω

(7.24)

其中 X、P 分别为相应的无量纲坐标和动量算符。于是无量纲形式谐振子哈密顿量为

Ĥ =
~ω
2

(
X2 + P 2

)
(7.25)

无量纲形式的升降算符为

â+ =
1√
2
(X − iP ) â− =

1√
2
(X + iP ) (7.26)

X =
1√
2
(â+ + â−) P =

i√
2
(â+ − â−) (7.27)

7.3.2 升降算符性质

(1) â−，â+不是厄米算符。

â†− = â+ ̸= â− (7.28)

(2) â+â−是厄米算符。

(â+â−)
† = â†−â

†
+ = â+â− (7.29)

用 N̂ 表示 â+â−，即令

N̂ = â+â− (7.30)

(3) â−与 â+的对易关系为

[â−, â+] = 1 (7.31)

证明：

[â−, â+] =

(
1√

2~mω

)2

[mωx̂+ ip̂,mωx̂− ip̂]

=
1

2~mω
{[mωx̂,mωx̂− ip̂] + [ip̂,mωx̂− ip̂]}

=
1

2~mω
{m2ω2[x̂, x̂]− imω[x̂, p̂] + imω[p̂, x̂]− i2[p̂, p̂]}

=
1

2~mω
· (−2imω) · i~ = 1 (7.32)

得证。于是，有

[â−, â+] = â−â+ − â+â− = 1 =⇒ â−â+ = â+â− + 1 (7.33)

(4) N̂ 与 â−，â+的对易关系为

[N̂ , â−] = −â− (7.34)

[N̂ , â+] = â+ (7.35)

证明：

[N̂ , â−] = [â+â−, â−] = â+[â−, â−] + [â+, â−]â− = −â−

[N̂ , â+] = [â+â−, â+] = â+[â−, â+] + [â+, â+]â− = â+
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得证。

7.3.3 本征方程与本征值

利用升降算符（7.30）式，谐振子哈密顿量可以写成

Ĥ = ~ω
(
N̂ +

1

2

)
(7.36)

由于 N̂ 与 Ĥ 只差一个常数，故 N̂ 与 Ĥ 有共同本征态。2于是谐振子哈密顿量与升降算符的对

易关系为 [
Ĥ, â−

]
= −~ωâ−

[
Ĥ, â+

]
= ~ωâ+ (7.37)

设算符 N̂ 的本征方程为

N̂ |n⟩ = n|n⟩ (7.38)

其中 n为本征值，相应的本征态为 |n⟩。则 Ĥ 的本征态也为 |n⟩，有

Ĥ|n⟩ = ~ω
(
N̂ +

1

2

)
|n⟩ = ~ω

(
n+

1

2

)
|n⟩ (7.39)

相应的本征值为

En =

(
n+

1

2

)
~ω (7.40)

也就是说，求出 N̂ 的波函数 |n⟩、本征值 n，也就求出了 Ĥ 的波函数 |n⟩、本征值 (n+ 1
2)~ω。值

得注意的是，现在为止，我们还不知道本征值 n 具体数值和本征函数（本征态）|n⟩ 具体形式。
现在来探求一番。

（1）设算符 â−作用态 |n⟩后得到一个新的态 |b⟩，即

â−|n⟩ = |b⟩ (7.41)

相应的共轭形式为

⟨n|â†− = ⟨b| (7.42)

由 â†− = â+，有

⟨n|â+ = ⟨b| (7.43)

结合以上两式，有

⟨n|â+â−|n⟩ = ⟨n|N̂ |n⟩ = n⟨n|n⟩ = ⟨b|b⟩ (7.44)

因为概率是大于等于零的，所以

⟨n|n⟩ ⩾ 0 ⟨b|b⟩ ⩾ 0 (7.45)

结合（7.44）式，有

n ⩾ 0 (7.46)

（2）由 [N̂ , â−] = −â−，有

â−|n⟩ = −[N̂ , â−]|n⟩ = â−N̂ |n⟩ − N̂ â−|n⟩ = nâ−|n⟩ − N̂ â−|n⟩ (7.47)

2势增加减少一个常数不改变波函数，证明见 2.7.1节
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移项，得

N̂ â−|n⟩ = (n− 1)â−|n⟩ (7.48)

可见 â−|n⟩也是 N̂ 的本征态，相应的本征值为 n− 1。同理，由 [N̂ , â+] = â+，有

â+|n⟩ = [N̂ , â+]|n⟩ = N̂ â+|n⟩ − â+N̂ |n⟩ = N̂ â+|n⟩ − nâ+|n⟩ (7.49)

移项，得

N̂ â+|n⟩ = (n+ 1)â+|n⟩ (7.50)

可见 â+|n⟩也是 N̂ 的本征态，相应的本征值为 n+ 1。

还是依据这个思路，进一步计算 N̂(â−)
2|n⟩，即

N̂(â−)
2|n⟩ = (â−N̂ − â−)â−|n⟩ = â−N̂ â−|n⟩ − â−â−|n⟩ = â−(n− 1)â−|n⟩ − â−â−|n⟩

= (n− 2)(â−)
2|n⟩ (7.51)

其中用到

[N̂ , â−] = −â− =⇒ N̂ â− = â−N̂ − â− (7.52)

同理计算 N̂(â+)
2|n⟩，即

N̂(â+)
2|n⟩ = (â+N̂ + â+)â+|n⟩ = â+N̂ â+|n⟩+ â+â+|n⟩ = â+(n+ 1)â+|n⟩+ â+â+|n⟩

= (n+ 2)(â+)
2|n⟩ (7.53)

可见 (â−)
2|n⟩，(â+)

2|n⟩也是 N̂ 的本征态，相应本征值为 n− 2，n+ 2。依次类推，有

N̂ 的本征态 N̂ 的本征值
...

...

(â+)
2|n⟩ n+ 2

â+|n⟩ n+ 1

|n⟩ n

â−|n⟩ n− 1

(â−)
2|n⟩ n− 2
...

...

由前面 N̂ 的本征值 n ⩾ 0的结论，所以本征值 n存在最小值，设为 n0，则

n = n0, n0 + 1, n0 + 2, · · · (n0 ⩾ 0) (7.54)

对于最小值 n0，必有

â−|n0⟩ = 0 (7.55)

否则由于 N̂ â−|n0⟩ = (n0 − 1)â−|n0⟩，本征值为 n0 − 1，与 n0为最小值的假设矛盾。于是

N̂ |n0⟩ = n0|n0⟩ = â+â−|n0⟩ = 0 (7.56)

故本征值最小值 n0就是为 0，即

n0 = 0 (7.57)
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有

â−|0⟩ = 0 (7.58)

于是 N̂ 本征值 n的具体数值为

n = 0, 1, 2, 3, · · · (7.59)

一维谐振子的能量本征值则为

En =

(
n+

1

2

)
~ω, n = 0, 1, 2, 3 · · · (7.60)

（3）比较（7.48）式和算符 N̂ 的本征方程

N̂ |n− 1⟩ = (n− 1)|n− 1⟩ (7.61)

知 â−|n⟩和 |n− 1⟩表示的是同一态。由波函数的统计诠释，波函数乘以或除以一个常数不会改
变其所描述的态。所以它们之间可能存在一个常系数，即

â−|n⟩ = C|n− 1⟩ (7.62)

取共轭转置，有

⟨n|â+ = C⟨n− 1| (7.63)

于是

⟨n|â+â−|n⟩ = ⟨n|N̂ |n⟩ = C2⟨n− 1|n− 1⟩ (7.64)

即

C2 = n (7.65)

取

C =
√
n (7.66)

于是，有

â−|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ (7.67)

同理，有

â+|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩ (7.68)

可以看到，â−作用本征态 |n⟩后得到本征值减一的本征态 |n− 1⟩，而 â+作用本征态 |n⟩后得到
本征值加一的本征态 |n+ 1⟩。故称 â−为下降算符或湮灭算符，â+为上升算符或产生算符。

7.3.4 本征函数与归一化系数

设基态波函数 |0⟩已经归一化，即：⟨0|0⟩ = 1。

（1）本征值 n = 0，本征态为 |0⟩；

（2）本征值 n = 1，本征态为

|1⟩ = Aâ+|0⟩ (7.69)

现在对其归一化，取其共轭，有

⟨1| = (Aâ+|0⟩)∗ = A⟨0|â− (7.70)
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于是

⟨1|1⟩ = A2⟨0|â−â+|0⟩ = 1 (7.71)

由 [â−, â+] = â−â+ − â+â+ = 1，N̂ = â+â−，有

⟨0|â−â+|0⟩ = ⟨0|â+â− + 1|0⟩ = ⟨0|N̂ |0⟩+ ⟨0|0⟩ = 1 (7.72)

其中 ⟨0|N̂ |0⟩ = 0，⟨0|0⟩ = 1。于是

A = 1 (7.73)

即

|1⟩ = â+|0⟩ (7.74)

（3）本征值 n = 2，本征态为

|2⟩ = Aâ†|1⟩ (7.75)

有

⟨2|2⟩ = A2⟨1|â−â+|1⟩ = A2⟨1|N̂ + 1|1⟩ = 2A2 = 1 =⇒ A =
1√
2

(7.76)

于是

|2⟩ = 1√
2
â+|1⟩ =

1√
2
â+

1√
1
â+|0⟩ =

1√
2
(â+)

2|0⟩ (7.77)

（4）本征值 n = 3，本征态为

|3⟩ = 1√
3
â+|2⟩ =

1√
3
â+

1√
2
â+|1⟩ =

1√
3

1√
2

1√
1
(â+)

3|0⟩ (7.78)

（5）本征值 n = n，本征态为

|n⟩ = 1√
n
â+|n− 1⟩ = 1√

n!
(â+)

n|0⟩ (7.79)

另一方面，可设

|n⟩ = Aâ+|n− 1⟩ (7.80)

有

⟨n|n⟩ = A2⟨n− 1|â−â+|n− 1⟩ = A2⟨n− 1|N̂ + 1|n− 1⟩

= A2[⟨n− 1|N̂ |n− 1⟩+ ⟨n− 1|n− 1⟩]

= A2[(n− 1) + 1] = A2n = 1 (7.81)

于是

A =
1√
n

(7.82)

可得

|n⟩ = 1√
n
â+|n− 1⟩ =⇒ â+|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩ (7.83)

这个式子非常重要。
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7.3.5 基态本征函数

7.3.5.1 坐标表象

（1）波动力学描述

对于一维谐振子的基态，有

â−ψ0 = 0 (7.84)

代入 â− = 1√
2~mω

(mωx+ ip̂)，得

1√
2~mω

(
~
d

dx
+mωx

)
ψ0 = 0 (7.85)

移项，得
dψ0

dx
+
mω

~
xψ0 = 0 (7.86)

分离变量，有
dψ0

ψ0
= −mω

~
xdx (7.87)

两边积分，有 ∫
dψ0

ψ0
= −mω

~

∫
xdx =⇒ lnψ0 = −

mω

2~
x2 + c (7.88)

得

ψ0(x) = A exp
(
−mω

2~
x2
)

(7.89)

归一化，有

1 = |A|2
∫+∞

−∞
exp

(
−mω

2~
x2
)
dx = |A|2

√
π~
mω

(7.90)

其中用到积分公式
∫∞
0 e−ax

2
dx = 1

2

√
π
a，详见数学基础部分。于是，归一化系数为

A =
(mω
π~

) 1
4 (7.91)

于是一维谐振子的基态波函数在坐标表象下为

ψ0(x) =
(mω
π~

) 1
4
exp

(
−mω

2~
x2
)

(7.92)

（2）狄拉克符号描述

对于一维谐振子的基态，有

â−|0⟩ = 0 (7.93)

即 (
x̂+

i

mω
p̂

)
|0⟩ = 0 (7.94)

于是

⟨x|x̂+
i

mω
p̂|0⟩ = 0 (7.95)

插入，有 ∫
dx′⟨x|x̂+

i

mω
p̂|x′⟩⟨x′|0⟩ = 0 (7.96)

xuanleng.me@gmail.com 231 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me 第七章 一维谐振子

由

⟨x|x̂|x′⟩ = xδ(x− x′) ⟨x|p̂|x′⟩ = −i~δ(x− x′) d
dx

⟨x′|0⟩ = ψ0(x
′) (7.97)

有 (
x+

~
mω

d

dx

)
ψ0(x) = 0 (7.98)

其他同波动力学描述。

7.3.5.2 动量表象

对于一维谐振子的基态，有

â−|0⟩ = 0 (7.99)

坐标表象下 â−算符为

⟨x|â− =
1√

2~mω

(
mωx− ~

d

dx

)
⟨x| (7.100)

动量表象下 â−算符为

⟨p|â− =
1√

2~mω

(
mωi~

d

dp
+ ip

)
⟨p| (7.101)

动量表象下一维谐振子的基态，有

⟨p|â−|0⟩ = 0 (7.102)

代入（7.101），得
1√

2~mω

(
mωi~

d

dp
+ ip

)
⟨p|0⟩ = 0 (7.103)

需要注意的是这里的 ⟨p|0⟩是一体的，表示动量表象下 |0⟩的波函数。于是求解该方程

mω~
d⟨p|0⟩
dp

+ p⟨p|0⟩ = 0 =⇒ d⟨p|0⟩
⟨p|0⟩

= − 1

mω~
pdp (7.104)

得

ln⟨p|0⟩ = − 1

2mω~
p2 + C =⇒ ⟨p|0⟩ = exp

(
− p2

2mω~

)
exp(C) = A exp

(
− p2

2mω~

)
(7.105)

现在进行归一化，由
∫+∞
−∞ |⟨p|0⟩|

2dp = 1，并利用积分公式
∫∞
0 e−ax

2
dx = 1

2

√
π
a，有

A2

∫+∞

−∞
exp

(
− p2

mω~

)
dp = A2 · 2 · 1

2

√
π
1

mω~
= A2

√
mω~π = 1 (7.106)

得

A =
1

(mω~π)
1
4

(7.107)

于是一维谐振子的基态波函数在动量表象下为

⟨p|0⟩ = 1

(mω~π)
1
4

exp

(
− p2

2mω~

)
(7.108)
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7.3.5.3 坐标与动量表象变换

坐标表象变换到动量表象的变换公式为

⟨p|0⟩ =
∫+∞

−∞
⟨p|x⟩⟨x|0⟩dx (7.109)

坐标算符在动量表象下的表示为

⟨p|x⟩ = 1√
2π~

exp

(
− ipx

~

)
(7.110)

坐标表象下一维谐振子基态波函数为

⟨x|0⟩ =
(mω
π~

) 1
4
exp

(
−mω

2~
x2
)

(7.111)

将（7.110）式和（7.111）式代入（7.109）式，得

⟨p|0⟩ = 1√
2π~

(mω
π~

) 1
4

∫+∞

−∞
exp

(
−mω

2~
x2
)
exp

(
− ip

~
x

)
=

1√
2π~

(mω
π~

) 1
4

∫+∞

−∞
exp

(
−mω

2~
x2 − ip

~
x

)
dx (7.112)

由广义 Gauss积分公式

J0 =

∫+∞

−∞
e−λx

2−θxdx =

√
π

λ
e

θ2

4λ λ, θ ∈ C,Reλ > 0 (7.113)

于是动量表象下一维谐振子基态波函数为

⟨p|0⟩ = 1√
2π~

(mω
π~

) 1
4

√
2π~
mω

exp

(
−p

2

~2
· 2~
4mω

)
=

1

(mω~π)
1
4

exp

(
− p2

2mω~

)
(7.114)

7.3.6 激发态本征函数：坐标表象

一维谐振子激发态本征函数的一般形式是（7.79）式，坐标表象下则为

ψn(x) = ⟨x|n⟩ =
1√
n!
⟨x|(â+)n|0⟩

=
1√
n!

(mω
2~

)n
2

〈
x|
(
x̂− i

mω
p̂

)n
|0
〉

=
1√
n!

(mω
2~

)n
2

·
∫
dx1 · · · dxn⟨x|x̂−

i

mω
p̂|x1⟩⟨x1|x̂−

i

mω
p̂|x2⟩ · · · ⟨xn−1|x̂−

i

mω
p̂|xn⟩⟨xn|0⟩ (7.115)

代入以下等式

⟨x′|x̂|x′′⟩ = x′δ(x− x′′) ⟨x′|p̂|x′′⟩ = −i~δ(x− x′′) d
dx′

(7.116)

有

ψn(x) =
1√
n!

(mω
2~

)n
2

(
x− ~

mω

d

dx

)n
ψ0(x) (7.117)

至此，一维谐振子问题全部解决。

求解量子谐振子模型的算符代数法不仅简单有趣，更重要的是其结果能够直接应用于许多

量子体系，例如，电磁辐射场（光子），声波场（声子），及其他满足 â− = 1
2(X+iP )，̂a+ = 1

2(X−iP )，
[â−, â+] = 1的玻色对易关系的量子体系。在这些体系中，降算符 â−和升算符 â+习惯上被称为

“湮灭算符”和“产生算符”。例如，基于光子的湮灭算符 â−和光子的产生算符 â+，单模辐射场
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的哈密顿算符写为

Ĥ = ~ω
(
â+â− +

1

2

)
(7.118)

其中 ω是单模场的频率，â+â−是光子数算符。而单色平面波的电场算符则为

E(t) = E0[â− exp(−iωt) + â+ exp(iωt)] (7.119)

另外，湮灭算符 â− 作为一个非厄米算符，其本征态就是重所周知的“相干态”，这是一个极其

有用的辐射场态。

7.4 解析的方法

解析的方法是通过求解微分方程（薛定鄂方程）。

7.4.1 厄米方程

（1）方程简化

一维谐振子的哈密顿量是

H =
p2x
2m

+
1

2
mω2x2 (7.120)

其能量本征方程，即定态薛定鄂方程为(
− ~2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2

)
ψ(x) = Eψ(x) (7.121)

即
2

~ω
· ~

2

2m

d2

dx2
ψ(x) +

2

~ω
· (E − 1

2
mω2x2)ψ(x) = 0

~
mω

d2

dx2
ψ(x) +

(
2E

~ω
− mω

~
x2
)
ψ(x) = 0 (7.122)

令

α =

√
mω

~
λ =

2E

~ω
(7.123)

有
1

α2

d2

dx2
ψ(x) + (λ− α2x2)ψ(x) = 0 (7.124)

引入无量纲变量

ξ = αx, ξ2 = α2x2 (7.125)

则

dξ = αdx, dξ2 = d(α2x2) = α2dx2 (7.126)

于是能量本征方程改写为
d2

dξ2
ψ(ξ) + (λ− ξ2)ψ(ξ) = 0 (7.127)

这是一个变系数二阶常微分方程。

（2）渐进解
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为了求解该方程，先考虑一种极端情况，ψ 在 ξ → ±∞时的渐进行为，求它的渐近解。当
|ξ|很大时，λ与 ξ2相比可以略去，即：在 ξ → ±∞时，方程改写为

d2ψ

dξ2
− ξ2ψ = 0 (7.128)

它的通解为

ψ = Ae−
ξ2

2 +Be
ξ2

2 (7.129)

其中 A和 B 为任意常数。

根据波函数有限性，即波函数在无穷远处应为 0，所以必须有 B = 0，于是渐进解为

ψ ∼ e−
1
2
ξ2 (7.130)

（3）厄米方程

于是方程的一般形式的解可以写成

ψ(ξ) = y(ξ)e−
ξ2

2 (7.131)

代入原方程（7.127）得
d2y

dξ2
− 2ξ

dy

dξ
+ (λ− 1)y = 0 (7.132)

这个方程称为厄米方程（Hermite equation）。

7.4.2 厄米方程的幂级数解

（1）厄米函数

把 y(ξ)展开成 ξ的幂级数

y(ξ) = C0 + C1ξ + C2ξ
2 + · · · =

∞∑
j=0

Cjξ
j (7.133)

该函数一阶微分为
dy

dξ
= C1 + 2C2ξ + 3C3ξ

2 + · · · =
∞∑
j=0

jCjξ
j−1 (7.134)

二阶微分为

d2y

dξ2
= 2C2 + 2× 3C3ξ + 3× 4C4ξ

2 + · · · =
∞∑
j=0

(j + 1)(j + 2)Cj+2ξ
j (7.135)

将上述几式代回厄米方程（7.132），得
∞∑
j=0

(j + 1)(j + 2)Cj+2ξ
j − 2ξ

 ∞∑
j=0

jCjξ
j−1

+ (λ− 1)
∞∑
j=0

Cjξ
j = 0 (7.136)

即
∞∑
j=0

[
(j + 1)(j + 2)Cj+2 − (2j + 1− λ)Cj

]
ξj = 0 (7.137)

式中，参与求和的各项是相互独立的，因此求和为零的必要充分条件是任意项 ξj的系数为零，有

(j + 1)(j + 2)cj+2 − (2j + 1− λ)Cj = 0 (7.138)
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即

Cj+2 =
2j − (λ− 1)

(j + 2)(j + 1)
Cj (j = 0, 1, 2, · · · ) (7.139)

这是一个双间隔递推公式，若已知偶数项的第一项 C0 和奇数项的第一项 C1 就可以分别给出所

有偶数和奇数项的系数。

偶次项的系数从 C0开始递推，为

j = 0 : C2 =
−(λ− 1)

2 · 1
C0 =

−(λ− 1)

2!
C0

j = 2 : C4 =
4− (λ− 1)

4 · 3
C2 =

−(λ− 1)[4− (λ− 1)]

4!
C0

j = 4 : C6 =
8− (λ− 1)

6 · 5
C4 =

−(λ− 1)[4− (λ− 1)][8− (λ− 1)]

6!
C0

· · ·

将 C0，C2，C4，C6，· · · 代入式（7.133），得到偶次幂的集合 C0y0(x)，其中

y0(ξ) = 1 +
−(λ− 1)

2!
ξ2 +

−(λ− 1)[4− (λ− 1)]

4!
ξ4 +

−(λ− 1)[4− (λ− 1)][8− (λ− 1)]

6!
ξ6 + · · ·

(7.140)

奇次项的系数从 C1开始递推，为

k = 1 : C3 =
2− (λ− 1)

3 · 2
C1 =

2− (λ− 1)

3!
C1

k = 3 : C5 =
6− (λ− 1)

5 · 4
C3 =

[2− (λ− 1)][6− (λ− 1)]

5!
C1

k = 5 : C7 =
10− (λ− 1)

7 · 6
C5 =

[2− (λ− 1)][6− (λ− 1)][10− (λ− 1)]

7!
C1

· · ·

将 C1，C3，C5，C7，· · · 代入式（7.133），得到偶次幂的集合 C1y1(x)，其中

y1(ξ) = ξ+
2− (λ− 1)

3!
ξ3+

[2− (λ− 1)][6− (λ− 1)]

5!
ξ5+

[2− (λ− 1)][6− (λ− 1)][10− (λ− 1)]

7!
ξ7+· · ·

(7.141)

y0(ξ)和 y1(ξ)是线性独立的。

于是厄米方程（7.132）的通解为

y(ξ) = C0y0(ξ) + C1y1(ξ) (7.142)

其中 C0和 C1是两个任意常数。y0(ξ)和 y1(ξ)被称为厄米函数。

（2）厄米函数的收敛性

按照达郎贝尔判别法，有

R = lim
j→∞

∣∣∣∣ CjCj+2

∣∣∣∣ = lim
j→∞

∣∣∣∣(j + 2)(j + 1)

2j − (λ− 1)

∣∣∣∣ = lim
j→∞

∣∣∣∣∣∣
(
1 + 2

j

)(
1 + 1

j

)
2
j −

(λ−1)
j2

∣∣∣∣∣∣ = lim
j→∞

(
j

2

)
→∞ (7.143)

可见厄米方程的幂级数解是不收敛的。

（3）幂级数解在 ξ → ±∞处的形式

首先计算级数中相邻两项系数在 j →∞处的比值

Cj+2

Cj
=

2j − (λ− 1)

(j + 1)(j + 2)
=

2j−(λ−1)
j2(

1 + 1
j

)(
1 + 2

j

) j→∞−−−→ 2

j
(7.144)
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另外，考查指数函数 eξ
2 的幂级数

eξ
2
= 1 +

ξ2

1!
+
ξ4

2!
+ · · ·+ ξj(

j
2

)
!
+

ξj+2(
j
2 + 1

)
!

(7.145)

其相邻两项系数的比值在 j →∞时也是 2
j，即

Cj+2

Cj
=

(
j
2

)
!(

j
2 + 1

)
!
=

1(
j
2 + 1

) j→∞−−−→ 2

j
(7.146)

当 ξ → ±∞时，级数 y(ξ)与 eξ
2 的性质主要取决于 j较大的高此项。从上面讨论可知，当 j很大

时，二者有相同的性质，所以函数 y(ξ)与 eξ
2 在 ξ → ±∞时有相同的渐进行为，因此式（7.131）

可以写为

ψ(ξ) = y(ξ)e−
1
2
ξ2 ξ→±∞−−−−→= eξ

2
e−

1
2
ξ2 = e

1
2
ξ2 ξ→±∞−−−−→∞ (7.147)

这表示厄米函数 y(ξ)使波函数 ψ(ξ)在 ξ → ±∞处发散，这不满足波函数的标准条件。

（4）无穷级数 y(ξ)的截断条件

考察无穷级数 y(ξ)是否能在某一项终止，成为一个多项式，而多项式一定是有界的。观察

y0(ξ)和 y1(ξ)中的系数发现，一旦某个因子在一个系数中出现，则这个因子会出现在后面的每

一个系数中。例如，因子 [4− (λ− 1)]在 ξ4的系数中出现后，在 ξ6，ξ8，⋯系数中都会出现。这

样，如果取 λ− 1 = 4，y0(ξ)自然变成二次式 y0(ξ) = 1− 2ξ2。显然，如果取 λ− 1 = 2n（n是

偶数），y0(ξ)变成 n次多项式：

y0(ξ) = C0 + C2ξ
2 + C4ξ

4 + · · ·+ Cnξ
n (n为偶数) (7.148)

同理，对于 y1(ξ)，如果取 λ− 1 = 2n（n是奇数），y1(ξ)变成 n次多项式：

y1(ξ) = C1ξ + C3ξ
3 + C5ξ

5 + · · ·+ Cnξ
n (n为奇数) (7.149)

于是可以得出结论：当厄米方程（7.132）中的任意实数 λ被限于取

λ− 1 = 2n (n = 0, 1, 2, · · · ) (7.150)

时，它的解是多项式（7.148）或（7.149）。

（5）厄米多项式

现在进一步确定式（7.148）和（7.149）中的系数。如果最高次幂的系数 Cn 被确定，按照

递推公式（7.139）可以依次推出系数 Cn−2，Cn−4，⋯这意味着所有系数都能确定下来。原则上

Cn是一个任意常数，不过取

Cn = 2n (7.151)

式（7.148）和（7.149）将呈现最简洁的形式。需要注意的是，这样取系数得到肯定是厄米方程

（7.132）的解，但只不过是它众多解中的一个。

由 λ的取值关系（7.150）改写递推公式（7.139），有

Ck =
(k + 2)(k + 1)

2k − 2n
Ck+2 (k = 0, 1, · · · , n− 2) (7.152)

于是，有

Cn = 2n =
(−1)0n!

0!(n− 2 · 0)!
2n−2·0
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Cn−2 = −
n(n− 1)

4
2n = −n(n− 1)(n− 2)!

22(n− 2)!
2n =

(−1)1n!
1!(n− 2 · 1)!

2n−2·1

Cn−4 =
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

8
2n =

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)!

2! · 24(n− 4)!
2n =

(−1)2n!
2!(n− 2 · 2)!

2n−2·2

· · ·

一般项为

Cn−2m =
(−1)mn!

m!(n− 2m)!
2n−2m

(
m = 0, 1, 2, · · · , n

2

)
(7.153)

特别是常数项为

C0 =
(−1)n/2n!(

n
2

)
!

(
m =

n

2

)
(7.154)

于是式（7.148）和（7.149）最终可以合并写成

Hn(ξ) =

M∑
m=0

(−1)mn!
m!(n− 2m)!

(2ξ)n−2m (7.155)

这是厄米方程（7.132）中 λ取值为 λ = 2n+ 1（n = 0, 1, 2, · · ·）时的一个解，一个最简洁的解，
它被称为 n阶厄米多项式。其中，M 是求和指标m的最大值（M = n/2）。由于M 必须是自然

数，所以将它写成

M =


n

2
(n = 0, 2, 4, · · · )

n− 1

2
(n = 1, 3, 5, · · · )

(7.156)

这样无论 n是偶数还是奇数，M 的取值均为M = 0, 1, 2, 3, · · ·。前几阶厄米多项式是

H0(x) = 1

H1(x) = 2x

H2(x) = 4x2 − 2

H3(x) = 8x3 − 12x

H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12

H5(x) = 32x5 − 160x3 + 120x

7.4.3 厄米多项式的性质

（1）注意观察厄米多项式（7.155），厄米多项式的奇偶性，有如下形式

Hn(−ξ) = (−1)nHn(ξ) (7.157)

这表示，n是偶数时，Hn(ξ)为偶函数；n是奇数时，Hn(ξ)为奇函数。

（2）厄米方程的多项式解可以写成下列形式

Hn(x) = (2x)n − n(n− 1)(2x)n−2 +
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2
(2x)n−4 + · · · (7.158)

证明：从递推公式出发，即

Ck+2 =
2k − (λ− 1)

(k + 2)(k + 1)
Ck (k = 0, 1, 2, · · · )

在上式中取 λ − 1 = 2n （n = k = 0, 1, 2, · · ·），则由 Cn ̸= 0 给出 Cn+2 = 0，由此得到
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Cn+4 = Cn+6 = · · · = 0。这样幂级数解变为多项式

y(ξ) = Cnξ
n + Cn−2ξ

n−2 + Cn−4ξ
n−4 + · · ·

将递推公式写成

Ck−2 =
k(k − 1)

2(k − 2)− 2n
Ck

有

Cn−2 = −
n(n− 1)

4
Cn

Cn−4 = −
(n− 2)(n− 3)

8
Cn−2 =

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

32
Cn

· · ·

这些系数有共同的因子 Cn。取 Cn = 2n，将 Cn，Cn−2，Cn−4，· · · 代入 y(ξ)，得

y(ξ) = 2n
[
ξn − n(n− 1)

4
ξn−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

32
ξn−4 − · · ·

]
= (2ξ)n − n(n− 1)(2ξ)n−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2
(2ξ)n−4 − · · ·

这就是厄米方程的多项式解，它与 n阶厄米多项式 Hn(ξ)是相同的。

得证。

（3）厄米多项式 Hn(x)满足下列公式
dHn

dx
= 2nHn−1(x) (7.159)

dnHn

dxn
= 2nn! (7.160)

证明：将（7.158）式中的 n用 n− 1代替，有

Hn−1(x) = (2x)n−1 − (n− 1)(n− 2)(2x)n−3 +
(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

2
(2x)n−5 − · · ·

对（7.158）式求导，并利用上式，得
dHn

dx
= 2n(2x)n−1 − 2(n− 2)n(n− 1)(2x)n−2−1 + 2(n− 4)

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2
(2x)n−4−1 − · · ·

= 2n

[
(2x)n−1 − (n− 1)(n− 2)(2x)n−3 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

2
(2x)n−5 − · · ·

]
= 2nHn−1(x)

将上式中的 n用 n− 1代替，得
dHn−1

dx
= 2(n− 1)Hn−2(x)

并将
dHn

dx
再对 x求导，得

d2Hn

dx2
= 2n

dHn−1

dx
= 22n(n− 1)Hn−2(x)

以此类推，最终得到
dnHn

dxn
= 2nn(n− 1)(n− 2) · · · 1 ·H0 = 2nn!

得证。
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（4）厄米多项式的生成函数表示为

S(x, r) ≡ exp(2xr − r2) =
∞∑
n=0

Hn(x)
rn

n!
(7.161)

其中 r是实参数。这个生成函数是非常有用的。现在证明其中的 Hn(x)是 n阶厄米多项式。

证明：将生成函数两边对 x，有

∂S

∂x
= 2r exp(2xr − r2) =

∞∑
n=0

Hn(x)
2rn+1

n!
==

∞∑
n=0

rn

n!

dHn

dx

即
∞∑
n=1

Hn−1(x)
2rn

(n− 1)!
=

∞∑
n=1

rn

n!

dHn

dx

(
dH0

dx
= 0

)
比较两边 rn的系数，得

Hn−1(x)
2

(n− 1)!
=

1

n!

dHn

dx

即
dHn

dx
= 2nHn−1(x) (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.162)

将生成函数两边对 r求导，有

∂S

∂r
= (2x− 2r) exp(2xr − r2) = 2

∞∑
n=0

Hn(x)
(x− r)rn

n!
==

∞∑
n=0

nrn−1

n!
Hn(x) =

∞∑
n=1

rn−1

(n− 1)!
Hn(x)

即

2
∞∑
n=0

Hn(x)
xrn

n!
− 2

∞∑
n=0

Hn−1(x)
nrn

n!
=

∞∑
n=0

rn

n!
Hn+1(x)

比较两边 rn的系数，得

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x) (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.163)

结合（7.162）和（7.163）式，得
dHn

dx
= 2xHn(x)−Hn+1(x) (7.164)

将上式对 x求导，得
d2Hn

dx2
= 2Hn(x) + 2x

dHn

dx
− dHn+1

dx

= 2x
dHn

dx
+ 2Hn(x)− 2(n+ 1)Hn(x)

= 2x
dHn

dx
− 2nHn(x) (7.165)

其中第二步利用了（7.162）式。这正是厄米方程（7.132）在量子化条件下的形式。可见生成函

数（7.132）中的 Hn(x)确实是 n阶厄米多项式。上述的论证还推出了厄米多项式的两个递推公

式（7.162）和（7.163），而前者是之前得到的（7.159）式。

得证。

（5）厄米多项式的微分表示为

Hn(x) = (−1)nex2 ∂
n

∂xn
(e−x

2
) (7.166)
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证明：基于生成函数可以很简单完成证明。对生成函数

S(x, r) =

∞∑
n=0

Hn(x)
rn

n!
(7.167)

两边关于 r求 n次导，这使得生成函数右边求和中小于 n的所有项均为零，第 n项变成 Hn(x)；

而大于 n的项由 r的各次幂组成，它们在 r = 0时为零，有
∂nS

∂rn

∣∣∣
r=0

= Hn(x) (7.168)

注意到对于任意函数 f(x− r)，我们有
∂f

∂x
= − ∂f

∂xn
,

∂nf

∂xn
= (−1)n∂

nf

∂rn
(7.169)

再利用生成函数

S(x, r) = exp(2xr − r2) (7.170)

得到
∂nS

∂rn
= ex

2 ∂n

∂r2
[e−(x−r)2 ] = (−1)nex2 ∂

n

∂xn
[e−(x−r)2 ] (7.171)

结合（7.168）和（7.171）两式，得

Hn(x) = (−1)nex2 ∂
n

∂xn
(e−x

2
) (7.172)

这就是 n阶厄米多项式的微分表示。

得证。

（6）厄米多项式的正交归一关系式为∫∞
−∞

Hm(ξ)Hn(ξ)e
−ξ2dξ =

√
π2nn!δmn (7.173)

证明：也是利用生成函数来证明。首先写出生成函数

exp(2ξt− t2) =
∞∑
m=0

Hm(ξ)
tm

m!
(7.174)

exp(2ξr − r2) =
∞∑
n=0

Hn(ξ)
rn

n!
(7.175)

以上两式相乘，得到

exp(2ξt− t2 + 2ξr − r2) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

Hm(ξ)Hn(ξ)
tmrn

m!n!
(7.176)

用 e−ξ
2 乘上式两边，然后对 ξ从 −∞到∞积分，得到∫∞

−∞
exp[2tr − (ξ + t+ r)2]dξ =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

tmrn

m!n!

∫∞
−∞

Hm(ξ)Hn(ξ)e
−ξ2dξ (7.177)

上式左边积分为∫∞
−∞

exp[2tr − (ξ + t+ r)2]dξ = e2tr
∫∞
−∞

exp[−(ξ + t+ r)2]dξ (u = ξ + t+ r)

= e2tr
∫∞
−∞

e−µ
2
dµ = e2tr

√
π (7.178)

将 e2tr 展开成幂级数

e2tr =

∞∑
n=0

(2tr)n

n!
=

∞∑
n=0

2n
(tr)n

n!
(7.179)
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于是（7.177）式变为
√
π

∞∑
n=0

2n
(tr)n

n!
=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

tmrn

m!n!

∫∞
−∞

Hm(ξ)Hn(ξ)e
−ξ2dξ (7.180)

该等式成立要求 ∫∞
−∞

Hm(ξ)Hn(ξ)e
−ξ2dξ =

√
π2nn!δmn (7.181)

这就是厄米多项式的正交归一关系式。

得证。

7.4.4 量子化条件与本征值

为了确保波函数 ψ(ξ) = y(ξ)e−ξ
2/2在 ξ → ±∞的有限性，我们将无穷级数 y(ξ)截断，使之

变成多项式 Hn(ξ)。而这一改变发生的条件是厄米方程中实数 λ的取值限于 λ − 1 = 2n (n =

0, 1, 2, 3, · · · )，这就是所谓的量子化条件。我们的结论是，波函数的标准条件引出能量的量子化

（或者说，能量的量子化条件来自波函数的标准条件）。由 λ的定义，λ =
2E

~ω
，我们立即得到一

维谐振子的能量本征值

En = ~ω
(
n+

1

2

)
(n = 0, 1, 2, · · · ) (7.182)

它给出谐振子的量子化能量，其中 n是量子数。可见量子化条件决定体系的量子特性。

谐振子的能级是等间隔的，相邻能级的间隔为 ~ω。谐振子的基态 (n = 0)通常称为真空态，

其能量为

E0 =
1

2
~ω (7.183)

它称为零点能，这是一个量子效应。

7.4.5 本征函数

在量子化条件 λ− 1 = 2n下，本征函数写为

ψn(ξ) = AnHn(ξ) exp

(
−1

2
ξ2
)

(n = 0, 1, 2, · · · ) (7.184)

其中 An 是归一化常数，Hn(ξ) 是厄米多项式。由于 Hn(ξ) 的奇偶性和 exp(−1
2ξ

2) 的偶函数性

质，当 n = 0, 2, 4, · · · 时，ψn是偶函数；当 n = 1, 3, 5, · · · 时，ψn是奇函数。即

ψn(−x) = (−1)nψn(x) (7.185)

利用正交性公式
∫∞
−∞Hm(ξ)Hn(ξ)e

−ξ2dξ =
√
π2nn!δmn和变量替换 ξ = αx，有∫∞

−∞
ψm(x)ψn(x)dx =

1

α
AmAn

∫∞
−∞

Hm(ξ)Hn(ξ) exp(−ξ2)dξ = AmAn
2nn!
√
π

α
δmn (7.186)

当m = n时，由 A2
n

2nn!
√
π

α
= 1，得到归一化常数

An =

(
α

2nn!
√
π

)1/2

(7.187)

于是 ∫∞
−∞

ψm(x)ψn(x)dx = δmn (7.188)
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这就是量子谐振子的本征函数的正交归一表示式，其中归一化的本征函数为

ψn(x) =

(
α

2nn!
√
π

)1/2

Hn(αx) exp

(
−1

2
α2x2

)
(7.189)

或

ψn(ξ) =

(
α

2nn!
√
π

)1/2

Hn(ξ) exp

(
−1

2
ξ2
)

(7.190)

其中

Hn(ξ) = (−1)neξ2 d
n

dξn
e−ξ

2
ξ = αx α =

√
mω

~

相应最低级的几个谐振子波函数为：

ψ0(x) =

√
α

π1/4
exp

(
−1

2
α2x2

)
(7.191)

ψ1(x) =

√
2α

π1/4
αx exp

(
−1

2
α2x2

)
(7.192)

ψ2(x) =
1

π1/4

√
α

2
(2α2x2 − 1) exp

(
−1

2
α2x2

)
(7.193)

ψ3(x) =

√
3α

π1/4
αx

(
2

3
α2x2 − 1

)
exp

(
−1

2
α2x2

)
(7.194)

7.5 一维谐振子在基态

ψ0(x) = ( α√
π
)
1
2 e−

1
2
α2x2

7.5.1 势能的平均值

⟨V ⟩ = 1

2
mω2⟨x2⟩

7.5.2 动能的平均值

⟨T ⟩ = ⟨p
2⟩

2m

7.5.3 动量的概率分布

7.5.4 在第一激发态时概率最大位置

7.5.5 动量表象中角动量 lx的矩阵元

7.5.6 动量表象中角动量 l2x的矩阵元

7.5.7 谐振子哈密顿量在动量表象中的矩阵元

7.6 基本讨论

（1）谐振子能量量子化，En+1 − En = ~ω = hν，与普郎克假设一致；
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（2）基态能不为 0，E0 =
1
2~ω，称为零点能；

7.6.1 概率密度

参见顾樵《量子力学 I》

7.6.2 不确定关系

对于一维谐振子，在能量表象中 x、p算符的对角元为 0，因此它们的平均值也为 0（参见后

面小节）。即

⟨x⟩ = 0 ⟨p⟩ = 0 (7.195)

在一系列的坐标和动量的测量中，可能得到一定范围的值，用本征值的均方根（root mean square

value）来表示测量值的偏差，即

∆x =
√
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 =

√
⟨x2⟩ (7.196)

∆p =
√
⟨p2⟩ − ⟨p⟩2 =

√
⟨p2⟩ (7.197)

7.6.2.1 由不确定原理推导一维谐振子最小能量

由坐标与动量的不确定关系（2.456）式，有

⟨(∆x)2⟩ · ⟨(∆p)2⟩ ⩾ 1

4
~2 (7.198)

再结合（7.195—7.197）式，得

⟨x2⟩ · ⟨p2⟩ ⩾ 1

4
~2 =⇒ ⟨x2⟩ ⩾ ~2

4⟨p2⟩
(7.199)

于是一维谐振子的能量平均值为

⟨H⟩ =
〈
p2

2m
+

1

2
mω2x2

〉
=
⟨p2⟩
2m

+
1

2
mω2⟨x2⟩

⩾ ⟨p
2⟩

2m
+

1

2
mω2 ~2

4⟨p2⟩

⩾ 2

√
⟨p2⟩
2m
· 1
2
mω2

~2
4⟨p2⟩

(a2 + b2 ⩾ 2ab)

= 2

√
ω2~2
16

=
1

2
~ω (7.200)

即测不准原理要求一维谐振子最小能量为
1

2
~ω。

7.6.2.2 由一维谐振子本征能量推导坐标与动量的不确定关系

由（7.23）式，有

x2 =
~

2mω
(â+ + â−)(â+ + â−) =

~
2mω

(â+â+ + â+â− + â−â+ + â−â−) (7.201)

于是，其平均值为

⟨x2⟩ = ~
2mω

⟨n|(â+â+ + â+â− + â−â+ + â−â−)|n⟩
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=
~

2mω
⟨n|(â+â− + â−â+)|n⟩ =

~
2mω

(2n+ 1) (7.202)

同理，有

⟨p2⟩ = m~ω
2

(2n+ 1) (7.203)

再结合（7.195—7.197）式，有

∆x∆p =
~
2
(2n+ 1) (7.204)

即

∆x∆p ⩾ 0 (7.205)

7.6.3 能量表象中的矩阵形式

（1）â+â−在能量表象中的矩阵形式。

由

N̂ = â+â− N̂ |n⟩ = n|n⟩ (7.206)

有

⟨m|â+â−|n⟩ = n⟨m|n⟩ = nδmn (7.207)

即

g0 e1 e2 e3 · · ·

g0 0 0 0 0 · · ·
e1 0 1 0 0 · · ·
e2 0 0 2 0 · · ·
e3 0 0 0 3 · · ·
...

...
...

...
... . . .

（2）â−在能量表象中的矩阵形式。

由

â−|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ (7.208)

有

⟨m|â−|n⟩ =
√
n⟨m|n− 1⟩ =

√
nδm,n−1 (7.209)

即

g0 e1 e2 e3 · · ·

g0 0 1 0 0 · · ·
e1 0 0

√
2 0 · · ·

e2 0 0 0
√
3 · · ·

e3 0 0 0 0
. . .

...
...

...
...

... . . .
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（3）â+在能量表象中的矩阵形式。

由

â+|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩ (7.210)

有

⟨m|â+|n⟩ =
√
n+ 1⟨m|n+ 1⟩ =

√
n+ 1δm,n+1 (7.211)

即

g0 e1 e2 e3 · · ·

g0 0 0 0 0 · · ·
e1 1 0 0 0 · · ·
e2 0

√
2 0 0 · · ·

e3 0 0
√
3 0 · · ·

...
...

...
... . . . . . .

（4）坐标 x̂在能量表象中的矩阵形式。

对于一维谐振子利用 Hermite多项式的递推关系，有

x̂|n⟩ = 1

a

(√
n+ 1

2
|n+ 1⟩+

√
n

2
|n− 1⟩

)
(7.212)

坐标 x在能量表象中的矩阵元为

xmn = ⟨m|x̂|n⟩ = 1

a

(√
n+ 1

2
δm,n+1 +

√
n

2
δm,n−1

)
(7.213)

写成矩阵形式为

x̂ =
1

a



0
√

1
2 0 0 · · ·√

1
2 0

√
2
2 0 · · ·

0
√

2
2 0

√
3
2 · · ·

0 0
√

3
2 0 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·


(7.214)

利用矩阵乘法，可以求出一维谐振子 x2在能量表象中的矩阵

x2mn =
1

2a2

[√
n(n− 1)δm,n−2 + (2n+ 1)δmn +

√
(n+ 1)(n+ 2)δm,n+2

]
(7.215)

（5）动量 p̂在能量表象中的矩阵形式。

由
d

dx
|n⟩ = a

(√
n

2
|n− 1⟩ −

√
n+ 1

2
|n+ 1⟩

)
(7.216)

有

pmn = ⟨m|p̂|n⟩ = −i~⟨m| d
dx
|n⟩ = i~a

(√
n+ 1

2
δm,n+1 −

√
n

2
δm,n−1

)
(7.217)
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写成矩阵的形式为

p̂ = i~a



0 −
√

1
2 0 0 · · ·√

1
2 0 −

√
2
2 0 · · ·

0
√

2
2 0 −

√
3
2 · · ·

0 0
√

3
2 0 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·


(7.218)

（6）能量 Ĥ 在能量表象中的矩阵形式。

Hmn = ⟨m|Ĥ|n⟩ = En⟨m|n⟩ = Enδmn = (n+
1

2
)~ωδmn (7.219)

写成矩阵的形式为

Ĥ = ~ω


1
2 0 0 · · ·
0 3

2 0 · · ·
0 0 5

2 · · ·
· · · · · · · · · · · ·

 (7.220)

任何一个算符在自身表象中都是对角矩阵。

7.6.4 谐振子中算符的含时形式

7.6.4.1 升降算符的含时形式

（1）基于海森堡运动方程 由海森堡绘景中的运动方程并利用升降算符与谐振子哈密顿量的对

易关系（7.37）式，有
dâ−(t)

dt
=
i

~
[Ĥ, â−(t)] (7.221)

其中 [
Ĥ, â−(t)

]
=
[
Ĥ, e

i
ℏ Ĥtâ−e

− i
ℏ Ĥt
]
= e

i
ℏ Ĥt

[
Ĥ, â−

]
e−

i
ℏ Ĥt = e

i
ℏ Ĥt(−~ωâ−)e−

i
ℏ Ĥt

= −~ωâ−(t) (7.222)

于是，
dâ−(t)

dt
= −iωâ−(t) (7.223)

同理，有
dâ+(t)

dt
=
i

~
[Ĥ, â+(t)] = iωâ+(t) (7.224)

在 Ĥ 不含时的情况下（参考3.8时间演化算符小节）,可以当成一个函数，直接积分求解，有

â−(t) = â−(0)e
−iωt = â−e

−iωt â+(t) = â+(0)e
iωt = â+e

iωt (7.225)

（2）基于时间演化算符 利用时间演化算符直接写出含时形式，有

â−(t) =e
i
ℏ Ĥtâ−e

− i
ℏ Ĥt = â−e

−iωt (7.226)

â+(t) =e
i
ℏ Ĥtâ+e

− i
ℏ Ĥt = â+e

+iωt (7.227)
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可以利用 Hadamard公式和升降算符与谐振子哈密顿量对易关系证明。证明：

â−(t) = e
i
ℏ Ĥtâ−e

− i
ℏ Ĥt

=â− +
1

1!

[
i

~
Ĥt, â−

]
+

1

2!

[
i

~
Ĥt,

[
i

~
Ĥt, â−

]]
+

1

3!

[
i

~
Ĥt,

[
i

~
Ĥt,

[
i

~
Ĥt, â−

]]]
+ · · ·

=â− +
1

1!
(−iωt) â− +

1

2!
(−iωt)2 â− +

1

3!
(−iωt)3 â− + · · ·

=â−

[
1 +

1

1!
(−iωt) + 1

2!
(−iωt)2 + 1

3!
(−iωt)3 + · · ·

]
=â−e

−iωt (7.228)

其中用到 e指数函数的泰勒展开。得证。

7.6.4.2 坐标动量算符的含时形式

于是坐标、动量含时算符可以表示为

x̂(t) =

√
~

2mω
(â+(t) + â−(t)) =

√
~

2mω

(
â+e

iωt + â−e
−iωt)

= x̂ cosωt− 1

mω
p̂ sinωt (7.229)

p̂(t) = i

√
~mω
2

(â+(t)− â−(t)) = i

√
~mω
2

(
â+e

iωt − â−e−iωt
)

= p̂ cosωt+mωx̂ sinωt (7.230)

虽然 x̂(t)，p̂(t)有振荡形式，但它们的平均值

⟨n|x̂(t)|n⟩ = ⟨n|x̂(0)|n⟩ cosωt− 1

mω
⟨n|p̂(0)|n⟩ sinωt = 0 (7.231)

⟨n|p̂(t)|n⟩ = ⟨n|p̂(0)|n⟩ cosωt+mω⟨n|x̂(0)|n⟩ sinωt = 0 (7.232)

不随时间振荡。

7.6.5 谐振子的热平均值

首先计算配分函数，由（3.228）式，有 [1]

Z = tr
(
e−βĤ

)
=

∞∑
n=0

⟨n|e−βĤ |n⟩

=

∞∑
n=0

e−β(n+
1
2
)~ω =

∞∑
n=0

e−(n+ 1
2
)~ω/kbT (7.233)

= e−β~ω/2 ·
(
1 + e−β~ω + e−2β~ω + · · ·

)
=

e−β~ω/2

1− e−β~ω
=

e−~ω/2kbT

1− e−~ω/kbT
(7.234)

其中括号中是一个等比数列，β = 1/(kbT )，kb是玻尔兹曼常数。于是谐振子的热平均值为

⟨Ĥ⟩eq = Tr(Ĥρeq) =
1

Z
Tr(Ĥe−βĤ)

=
1

Z
·

∞∑
n=0

(
n+

1

2

)
~ωe−(n+

1
2)β~ω
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=
1

Z
·

∞∑
n=0

(
n+

1

2

)
~ωe−(n+

1
2)~ω/kbT (7.235)

将（7.233）式两端对 T 求导，有

dZ

dT
=

1

kT 2

∞∑
n=0

(
n+

1

2

)
~ωe−(n+ 1

2
)~ω/kbT (7.236)

比较（7.235）和（7.236）两式左边，有

⟨Ĥ⟩eq = kbT
2 1

Z

dZ

dT
(7.237)

再利用（7.234）式，有

⟨Ĥ⟩eq =
~ω
2

+
~ω

e~ω/kbT − 1
= ~ω

(
1

eβ~ω − 1
+

1

2

)
(7.238)

参考谐振子算符 Ĥ = ~ω
(
â+â− + 1

2

)
，特别的，有

⟨N̂⟩eq = ⟨â†â⟩eq =
1

eβ~ω − 1
= n̄ =

e−β~ω/2

eβ~ω/2 − e−β~ω/2
(7.239)

其中定义

n̄ =
1

eβ~ω − 1
(7.240)

考虑到 ââ† = â†â+ 1，有

⟨ââ†⟩eq = n̄+ 1 =
eβ~ω

eβ~ω − 1
=

1

1− e−β~ω
=

eβ~ω/2

eβ~ω/2 − e−β~ω/2
(7.241)

于是，有

⟨â†â+ ââ†⟩eq = 2n̄+ 1 =
eβ~ω/2 + e−β~ω/2

eβ~ω/2 − e−β~ω/2
=
eβ~ω + 1

eβ~ω − 1
= coth

(
β~ω
2

)
(7.242)

7.6.6 谐振子位置算符的热平衡关联函数

7.6.6.1 单谐振子（单模）情形

一维谐振子坐标算符的升降算符形式为 x̂ =
√

~
2mω (â+ + â−)，于是它的热平衡关联函数为

Cxx(t) = ⟨x(t)x(0)⟩eq =
~

2mω
·
〈[
â†(t) + â(t)

]
· (â† + â)

〉
eq

=
~

2mω
·
〈
(â†eiωt + âe−iωt) · (â† + â)

〉
eq

=
~

2mω
·
〈
����
â†â†eiωt + â†âeiωt + ââ†e−iωt +����ââe−iωt

〉
eq

=
~

2mω
·
[
n̄eiωt + (n̄+ 1)e−iωt

]
=

~
2mω

· [(2n̄+ 1) cosωt− i sinωt]

=
~

2mω
·
[
coth

(
β~ω
2

)
cosωt− i sinωt

]
(7.243)

7.6.6.2 多谐振子集合（多模）情形

Q =
∑
i

ci · qi =
∑
i

ci

√
~

2miωi
· (a†i + ai) (7.244)
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于是

CQQ(t) = ⟨Q(t)Q(0)⟩

=

〈∑
α

gαωα(b
†
α(t) + bα(t))

∑
β

g′βωβ(b
†
β + bβ)

〉

=
∑
α

g2αω
2
α

[
coth

(
β~ωα
2

)
cos(ωαt)− i sin(ωαt)

]
(7.245)

定义谱密度

J(ω) =
∑
α

g2α · ω2
α · δ(ω − ωα) (7.246)

态密度（density of states）

ρ(ω) =
∑
α

δ(ω − ωα) (7.247)

有 ∫∞
0
J(ω) · f(ω)dω =

∫∞
0

∑
α

δ(ω − ωα) · f(ω)dω =
∑
α

g2αω
2
αf(ωα) (7.248)

于是，有

Cqq(t) =

∫∞
0
dωJ(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
cos(ωt)− i sin(ωt)

]
(7.249)

7.6.7 谐振子算符的指数衡等式

对于如下形式的算符

Â ∝ (â+ â†) (7.250)

有

⟨eÂ⟩ = e
1
2
⟨Â2⟩ (7.251)

〈
eα1â+β1â†eα2â+β2â†

〉
= e(α1+α2)(β1+β2)(n+

1
2
)+ 1

2
(α1β2−β1α2) (7.252)

eλâ
†+µâ = eλâ

†
eµâe

1
2
λµ (7.253)

7.7 谐振子模型的应用

莫尔斯势：双原子分子，参见顾樵：《量子力学 I》

辐射场的量子化，参见顾樵：《量子力学 I》
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8.1 角动量算符

在经典力学中，角动量 L⃗ = r⃗ × p⃗是坐标 r⃗和动量 p⃗的函数，而量子力学中力学量由算符表

示，则角动量在量子力学中的算符表示为
ˆ⃗
L = ˆ⃗r × ˆ⃗p (8.1)

8.1.1 直角坐标下的表示

将直角坐标下的位置和动量算符

ˆ⃗r = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗ (8.2)

ˆ⃗p = −i~∇ = px⃗i+ py j⃗ + pz z⃗ = −i~
(⃗
i
∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z

)
(8.3)

代入角动量算符中，有
ˆ⃗
L = r⃗ × ˆ⃗p = (x⃗i+ yj⃗ + zk⃗)× (px⃗i+ py j⃗ + pzk⃗) = xpyk⃗ − xpz j⃗ − ypxk⃗ + ypz⃗i+ zpxj⃗ − zpy⃗i

= (ypz − zpy )⃗i+ (zpx − xpz )⃗j + (xpy − ypx)k⃗ (8.4)

也可以直接利用矢量叉乘的定义

ˆ⃗r × ˆ⃗p =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

x y z

p̂x p̂y p̂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ (8.5)

得出角动量算符在直角坐标系中的三个分量为

L̂x = ypz − zpy = −i~

y ∂
∂z
− z

∂

∂y

 (8.6)

L̂y = zpx − xpz = −i~

z ∂
∂x
− x

∂

∂z

 (8.7)

L̂z = xpy − ypx = −i~

x ∂
∂y
− y

∂

∂x

 (8.8)

记忆方法：位置动量顺序不变，x、y、z轮换。

8.1.2 球坐标下的表示

（1）由直角坐标系变换得到。将
∂

∂x
、
∂

∂y
、
∂

∂z
球坐标表示（205）、（226）、（207）式代入，有

L̂x = −i~
[
r sin θ sinφ

(
cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)
− r cos θ

(
sin θ sinφ

∂

∂r
+

1

r
cos θ sinφ

∂

∂θ
+

1

r

cosφ

sin θ

∂

∂φ

)]
= −i~

(
− sin2 θ sinφ

∂

∂θ
− cos2 θ sinφ

∂

∂θ
− cosφ cot θ

∂

∂φ

)
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= i~
(
sinφ

∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ

)
(8.9)

L̂y = −i~
[
r cos θ

(
sin θ cosφ

∂

∂r
+

1

r
cos θ cosφ

∂

∂θ
− 1

r

sinφ

sin θ

∂

∂φ

)
− r sin θ cosφ

(
cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)]
= −i~

(
cos2 θ cosφ

∂

∂θ
− sinφ cot θ

∂

∂φ
+ sin2 θ cosφ

∂

∂θ

)
= −i~

(
cosφ

∂

∂θ
− cot θ sinφ

∂

∂φ

)
(8.10)

L̂z = −i~
[
r sin θ cosφ

(
sin θ sinφ

∂

∂r
+

1

r
cos θ sinφ

∂

∂θ
+

1

r

cosφ

sin θ

∂

∂φ

)
−r sin θ sinφ

(
sin θ cosφ

∂

∂r
+

1

r
cos θ cosφ

∂

∂θ
− 1

r

sinφ

sin θ

∂

∂φ

)]
= −i~

(
cos2 φ

∂

∂φ
+ sin2 φ

∂

∂φ

)
= −i~ ∂

∂φ
(8.11)

即，角动量算符三个分量在球坐标下表示为

L̂x = i~
(
sinφ

∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ

)
(8.12)

L̂y = i~
(
− cosφ

∂

∂θ
+ cot θ sinφ

∂

∂φ

)
(8.13)

L̂z = −i~
∂

∂φ
(8.14)

（2）直接从球坐标表示得到。首先写出矢量微分算符在求坐标系中的形式

∇ = e⃗r
∂

∂r
+ e⃗θ

1

r

∂

∂θ
+ e⃗ϕ

1

r sin θ

∂

∂ϕ
(8.15)

并利用 r⃗ = e⃗rr，角动量算符
ˆ⃗
L = ˆ⃗r × ˆ⃗p可以表示为

ˆ⃗
L = −i~e⃗rr ×

(
e⃗r
∂

∂r
+ e⃗θ

1

r

∂

∂θ
+ e⃗ϕ

1

r sin θ

∂

∂ϕ

)
(8.16)

由 e⃗r × e⃗r = 0，e⃗r × e⃗θ = e⃗ϕ，e⃗ϕ × e⃗r = e⃗θ，有

ˆ⃗
L = −i~

(
e⃗ϕ

∂

∂θ
− e⃗θ

1

sin θ

∂

∂ϕ

)
(8.17)

它的径向分量为零，只有角向分量。球坐标系中的单位矢量 e⃗r、e⃗θ 和 e⃗ϕ可以按直角坐标分量分

解为

e⃗r = sin θ cos ϕ⃗i+ sin θ sin ϕ⃗j + cos θk⃗ (8.18)

e⃗θ = cos θ cos ϕ⃗i+ cos θ sin ϕ⃗j − sin θk⃗ (8.19)

e⃗ϕ = − sin θ⃗i+ cos ϕ⃗j (8.20)

代入（8.17）式，得
ˆ⃗
L = −i~

[
(− sin ϕ⃗i+ cos ϕ⃗j)

∂

∂θ
− (cos θ cos ϕ⃗i+ cos θ sin ϕ⃗j − sin θk⃗)

1

sin θ

∂

∂ϕ

]
= i~

(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
i⃗+ i~

(
− cosϕ

∂

∂θ
+ cot θ sinϕ

∂

∂ϕ
j⃗

)
− i~ ∂

∂ϕ
k⃗ (8.21)

于是立即得到（8.12）、（8.13）和（8.14）式。
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8.2 角动量算符对易关系

角动量算符存在如下常见对易关系

[lα, xβ] = εαβγi~xγ (8.22)

[lα, pβ] = εαβγi~pγ (8.23)

[lα, lβ] = εαβγi~lγ (8.24)

[lα, r
2] = 0 (8.25)

[lα, p
2] = 0 (8.26)

[lα, l
2] = 0 (8.27)

l⃗ × l⃗ = i~⃗l (8.28)

其中 (x, y, z)记为 (x1, x2, x3)；(lx, ly, lz)记为 (l1, l2, l3)。分别证明如下。

(8.22)角动量的各分量算符 lx、ly、lz 与位置各分量 x、y、z的对易关系：

[l̂α, x̂β] = εαβγi~x̂γ

证明：

（1）利用对易式的定义证明，很复杂不推荐。

[l̂x, x] = l̂xx− xl̂x = (yp̂zx− zp̂yx)− (xyp̂z − xzp̂y) = 0

对易可以交换，这在证明对易关系中尤为重要！

[l̂x, y] = l̂xy − yl̂x = (yp̂zy − zp̂yy)− (yyp̂z − yzp̂y) = z(yp̂y − p̂yy) = i~z

（2）利用对易式的性质证明，更为直观简洁。

[lx, x] = [ypz − zpy, x] = [ypz, x]− [zpy, x] = y[pz, x] + [y, x]pz − z[py, x]− [z, x]py = 0

[lx, y] = [ypz − zpy, y] = [ypz, y]− [zpy, y] = y[pz, y] + [y, y]pz − z[py, y]− [z, y]py = i~z

同理有：

[l̂x, x] = 0 [l̂x, y] = i~z [l̂x, z] = −i~y

[l̂y, x] = −i~z [l̂y, y] = 0 [l̂y, z] = i~x

[l̂z, x] = i~y [l̂x, y] = −i~x [l̂z, z] = 0

得证。

（8.23）角动量各分量算符 lx、ly、lz 与动量各分量 px、py、pz 的对易关系：

[l̂α, p̂β] = εαβγi~p̂γ

证明：

[lx, px] = [ypz − zpy, px] = [ypz, px]− [zpy, px] = y[pz, px] + [y, px]pz − z[py, px]− [z, px]py = 0

[lx, py] = [ypz − zpy, py] = [ypz, py]− [zpy, py] = y[pz, py] + [y, py]pz − z[py, py]− [z, py]py = i~pz

其他同理。

得证。
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（8.24）角动量各分量算符 lx、ly、lz 彼此的对易关系，这是角动量基本的对易式：

[l̂α, l̂β] = εαβγi~l̂γ

证明：

（1）利用对易式的定义证明，很复杂不推荐。

[l̂x, l̂x] = l̂x l̂x − l̂x l̂x = 0

[l̂x, l̂y] = l̂x l̂y − l̂y l̂x

= (yp̂z − zp̂y)(zp̂x − xp̂z)− (zp̂x − xp̂z)(yp̂z − zp̂y)

= ypzzpx − ypzxpz − zpyzpx + zpyxpz − zpxypz + zpxzpy + xpzypz − xpzzpy

= pzzypx + zpzxpy − zpzypx − pzzxpy 又是充分利用对易可以交换！！

= (zpz − pzz)(xpyypx)

= i~l̂z

（2）利用对易式的性质证明，更为直观简洁。

[lx, lx] = 0

[lx, ly] = [lx, zpx − xpz] = [lx, zpx]− [lx, xpz] = z[lx, px] + [lx, z]px − x[lx, pz]− [lx, x]pz

= −i~ypx + i~xpy = i~lz

同理有：

[l̂x, l̂y] = i~l̂z [l̂y, l̂z] = i~l̂x [l̂z, l̂x] = i~l̂y

[l̂x, l̂x] = [l̂y, l̂y] = [l̂z, l̂z] = 0

得证。

又可以表示为：

l⃗ × l⃗ = i~⃗l

证明：

l⃗ × l⃗ = (lx⃗i+ ly j⃗ + l⃗zk⃗)× (lx⃗i+ ly j⃗ + lzk⃗) = lxlyk⃗ − lxly j⃗ − lylxk⃗ + lylz⃗i+ lzlxj⃗ − lzly⃗i

= (lylz − lzly )⃗i+ (lzlx − lxlz )⃗j + (lxly − lylx)k⃗

= [ly, lz ]⃗i+ [lz, ly ]⃗j + [lx, ly ]⃗k

= i~lx⃗i+ i~ly j⃗ + i~lzk⃗

= i~⃗l

得证。

（8.25）角动量的各分量算符 lx、ly、lz 与位置平方 r⃗2的对易关系：

[lα, r
2] = 0

证明：
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（1）利用对易式的定义证明，很复杂不推荐。

[lx, r
2] = lxr

2 − r2lx

= lx(x
2 + y2 + z2)− (x2 + y2 + z2)lx

= [lx, x
2] + [lx, y

2] + [lx, z
2]

（a）

[lx, x
2] = lxx

2 − x2lx = lxxx− xxlx

[lx, x] = lxx− xlx = 0

[lx, x
2] = xlxx− xxlx = x(lxx− xlx) = 0

同理

[ly, y
2] = [lz, z

2] = 0

（b）

[lx, y
2] = lxy

2 − y2lx = lxyy − yylx

[lx, y] = lxy − ylx = i~z lxyy = ylxy + i~zy

[lx, y
2] = ylxy + i~zy − yylx = y(lxy − ylx) + i~zy = 2i~zy

同理

[lx, z
2] = −2i~zy

有

[lx, r
2] = 0

同理

[ly, r
2] = 0 [lz, r

2] = 0

即

[lα, r
2] = 0

（2）利用对易式的性质证明，更为直观简洁。

[lx, r
2] = [lx, x

2 + y2 + z2] = [lx, x
2] + [lx, y

2] + [lx, z
2]

[lx, x
2] = x[lx, x] + [lx, x]x = 0

[lx, y
2] = y[lx, y] + [lx, y]y = i~z + i~zy = 2i~yz

[lx, z
2] = z[lx, z] + [lx, z]z = −i~zy − i~yz = −2i~yz

[lx, r
2] = 0

同理：

[ly, r
2] = 0 [lz, r

2] = 0

得证。
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（8.26）动量的各分量算符 lx、ly、lz 与角动量平方 p2的对易关系：

[lα, p
2] = 0

这为后来证明在中心力场中粒子的 l⃗为守恒量打下基础。

证明：

[lx, p
2] = [lx, p

2
x + p2y + p2z] = [lx, p

2
x] + [lx, p

2
y] + [lx, p

2
z]

[lx, p
2
x] = px[lx, px] + [lx, px]px = 0

[lx, p
2
y] = py[lx, py] + [lx, py]py = i~pypz + i~pzpy = 2i~pypz

[lx, p
2
z] = pz[lx, pz] + [lx, pz]pz = −i~pzpy − i~pypz = −2i~pypz

[lx, p
2] = 0

同理

[ly, p
2] = 0 [lz, p

2] = 0

发现没有，跟 [lα, r
2] = 0证明形式上相同。

得证。

（8.27）角动量各分量分量算符 lx, ly, lz 与角动量平方算符 l̂2的对易关系：

[l̂α, l̂
2] = 0 (α = x, y, z)

证明：

（1）利用对易式的定义证明，很复杂不推荐。

l2 = l2x + l2y + l2z

[lx, l
2] = lx(l

2
x + l2y + l2z)− (l2x + l2y + l2z)lx

= l3x + lxl
2
y + lxl

2
z − l3x − l2ylx − l2z lx

= lxl
2
y + lxl

2
z − l2ylx − l2z lx

[lx, ly] = lxly − lylx = i~lz lxly = i~lz + lylx lxl
2
y = i~lzly + lylxly

[lx, lz] = lxlz − lzlx = −i~ly lxlz = −i~ly + lzlx lxl
2
z = −i~lylz + lzlxlz

[lx, l
2] = i~lzly + lylxly − i~lylz + lzlxlz − l2ylx − l2z lx

= −i~(lylz − lzly) + ly(lxly − lylx) + lz(lxlz − lzlx)

= −i~i~lx + i~lylz − i~lzly

= ~2lx + i~(lylz − lzly)

= ~2lx + i~i~lx

= 0

充分利用了轮换的性质！

同理：

[lα, l
2] = 0
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（2）利用对易式的性质证明，更为直观简洁。

[lx, l
2] = [lx, l

2
x + l2y + l2z ] = [lx, l

2
x] + [lx, l

2
y] + [lx, l

2
z ]

[lx, l
2
x] = 0

[lx, l
2
y] = ly[lx, ly] + [lx, ly]ly = i~lylz + i~lzly

[lx, l
2
z ] = lz[lx, lz] + [lx, lz]lz = −i~lzly − i~lylz

[lx, l
2] = 0

同理：

[ly, l
2] = 0 [lz, l

2] = 0

得证。

8.3 与角动量算符相关的对易式

（1）l⃗ = r⃗ × p⃗为轨道角动量算符，F = F (r⃗, p⃗)为由 r⃗、p⃗构成的标量算符，有

[F, l⃗] = i~r⃗ × ∂F

∂r⃗
− i~∂F

∂p⃗
× p⃗ (8.29)

证明：

[F, l⃗] = [F, r⃗ × p⃗] = [F, r⃗]× p⃗+ r⃗ × [F, p⃗] = −i~∂F
∂p⃗
× p⃗+ i~r⃗ × ∂F

∂r⃗

得证。

（2）在证明中心力场中电子的总角动量 J⃗ 为守恒量时将用到

[⃗l, V (r)] = 0 (8.30)

其中 V (r)是径向坐标 r的函数。

证明：由角动量平方算符球坐标形式

l2 = −~2
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
可以看出 l⃗中没有关于 r的变量。l⃗算符只依赖于角变量 (θ, φ)，所以 [⃗l, V (r)] = 0。

得证。

（3）为中心力场做重要铺垫，动能算符球坐标下的表示为

T̂ =
p2r
2m

+
l2

2mr2
= − ~2

2m

1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+

l2

2mr2
(8.31)

其中

p̂r = −i~
(
∂

∂r
+

1

r

)
(8.32)

证明：球坐标下展开。

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

T̂ = − ~2

2m
∇2 = − ~2

2m

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− ~2

2mr2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
=

p2r
2m

+
l2

2mr2
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p̂r 其他形式参见（226）式。

得证。

8.4 角动量 z分量算符 L̂z 的本征方程

球坐标系下角动量 z分量 L̂z 的表达式为

L̂z = −i~
∂

∂φ
(8.33)

则 L̂z 的本征方程为

L̂zψ(φ) = lzψ(φ) (8.34)

其中为了对应起来，用 lz 表示本征值，是个实数1；ψ(φ)为本征函数。于是，有

−i~ ∂

∂φ
ψ = lzψ =⇒ ψ′

ψ
=
ilz
~

(8.35)

两边对 ϕ积分，得

lnψ =
ilz
~
φ =⇒ ψ(φ) = C exp

(
ilzφ

~

)
(8.36)

利用周期性边界条件

ψ(φ) = ψ(φ+ 2π) (8.37)

有

exp

(
ilzφ

~

)
= exp

(
ilzφ

~

)
exp

(
i2πlz
~

)
=⇒ exp

(
i2πlz
~

)
= 1 (8.38)

于是
2πlz
~

= m2π, m = 0,±1,±2, . . . (8.39)

即，L̂z 的本征值为

lz = m~, (m = 0,±1,±2, · · · ) (8.40)

对本征函数归一化，有 ∫2π
0
ψ∗ψdφ = C22π = 1 =⇒ C =

1√
2π

(8.41)

于是，L̂z 的本征方程为

L̂zψ(φ) = m~ψ(φ) (8.42)

L̂z 的本征函数为

ψm(φ) =
1√
2π
eimφ (8.43)

相应的本征值为m~，m = 0,±1,±2, · · ·。很容易证明本征函数 ψm(φ)的具有正交归一性，即∫2π
0
ψ∗
m(φ)ψn(φ)dφ =

1

2π

∫2π
0
e−imφeinφdφ = δmn (8.44)

1力学量的本征值均为实数
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8.5 角动量平方算符 L̂2的本征方程

角动量平方算符 L̂2球坐标表示为

L̂2 = −~2
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
(8.45)

设 L̂2本征函数表示为 Y (θ, φ)，并令本征方程表示为

L̂2Y (θ, φ) = λ~2Y (θ, φ) (8.46)

即

−~2
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
Y (θ, φ) = λ~2Y (θ, φ) (8.47)

从上式可以看到，对 θ、φ的偏导作用是分离开的，因此可以进一步设本征函数 Y (θ, φ)具有分

离变量形式

Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ) (8.48)

代入（8.47）式，得
Φ

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+

Θ

sin2 θ

∂2Φ

∂φ2
+ λΘΦ = 0 (8.49)

上式两边乘以
sin2 θ

ΘΦ
，得

sin θ

Θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+

1

Φ

∂2Φ

∂φ2
+ λ sin2 θ = 0 (8.50)

要使上式成立，含有不同变量的部分必须等于一个正负相反的常数，令
1

Φ

∂2Φ

∂φ2
= −k (8.51)

sin θ

Θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+ λ sin2 θ = k (8.52)

其中 k是分离常数，一般为实数。移项，有
d2Φ

dφ2
+ kΦ = 0 (8.53)

sin θ
d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ (λ sin2 θ − k)Θ = 0 (8.54)

（1）先求解方程（8.53）式。当 k < 0时，方程的解为 ± exp(
√
−kφ)，它不满足周期性边界

条件

Φ(φ+ 2π) = Φ(φ) (8.55)

当 k ⩾ 0时，方程的通解为

Φ(φ) = cei
√
kφ + de−i

√
kφ (8.56)

其中 c和 d为任意常数。将上式中取 φ = 0，并利用周期性边界条件（8.55）式，有

cei2π
√
k + de−i2π

√
k = c+ d (8.57)
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它成立的条件为
√
k = m (m = 0, 1, 2, · · · ) (8.58)

于是方程（8.53）式的解为

Φ(φ) = ceimφ + de−imφ (m = 0, 1, 2, · · · ) (8.59)

其中 c和 d为任意常数。上式的等价形式为

Φ(φ) = Aeimφ (m = 0,±1,±2, · · · ) (8.60)

这是独立解形式，在后面的讨论中先不考虑m取负值情形。

（2）再求解（8.54）式。将前面确定的 k = m2代入（8.54）式，并改写，有
1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

d

dθ
Θ

)
+

(
λ− m2

sin2 θ

)
Θ = 0 (m = 0, 1, 2, · · · ) (8.61)

令

x = cos θ, Θ(θ) = y(x) (8.62)

则

dx = − sin θdθ (8.63)

方程（8.61）式变为
d

dx

[
(1− x2)dy

dx

]
+

(
λ− m2

1− x2

)
y = 0 (m = 0, 1, 2, · · · ) (8.64)

这就是连带勒让德方程。先讨论m = 0的情况。

8.5.1 勒让德多项式

（1）勒让德方程 当m = 0时，连带勒让德方程（8.64）式简化为勒让德方程
d

dx

[
(1− x2)dy

dx

]
+ λy = 0 (8.65)

即

(1− x2)d
2y

dx2
− 2x

dy

dx
+ λy = 0 (8.66)

（2）勒让德函数 在 x = 0邻域，把方程的解表示成泰勒级数

y =

∞∑
k=0

Ckx
k = C0 + C1x+ C2x

2 + · · · (8.67)

其中 Ck(k = 0, 1, 2, · · · )是系数。对上式求导，得
dy

dx
=

∞∑
k=1

kCkx
k−1 (8.68)

d2y

dx2
=

∞∑
k=2

k(k − 1)Ckx
k−2 (8.69)

在（8.68）式中，因为求和的第一项（k = 0）为零，故求和实际从 k = 1开始。同理，在（8.69）

式中，因为求和的前两项（k = 0, 1）均为零，故求和实际从 k = 2开始。将（8.67）式、（8.68）
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式和（8.69）式代入勒让德方程（8.66）式，得到等式左边为
∞∑
k=2

k(k − 1)Ckx
k−2 −

∞∑
k=2

k(k − 1)Ckx
k −

∞∑
k=1

2kCkx
k + λ

∞∑
k=0

Ckx
k

=

∞∑
k=2

k(k − 1)Ckx
k−2 −

∞∑
k=0

[k(k + 1)− λ]Ckxk (8.70)

注意到上式两项都是对 x项指数从 0到∞求和，而且 k只是个求和指标，故上式可以变换为
∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)Ck+2x
k −

∞∑
k=0

[k(k + 1)− λ]Ckxk

=

∞∑
k=0

{(k + 2)(k + 1)Ck+2 − [k(k + 1)− λ]Ck}xk = 0 (8.71)

其中“= 0”来自勒让德方程（8.66）式右边。上式中参与求和的各项是相互独立的，因此求和

为零的必要充分条件是任意项 xk 的系数为零，即

(k + 2)(k + 1)Ck+2 − [k(k + 1)− λ]Ck = 0 (8.72)

得到 Ck 的递推关系为

Ck+2 =
k(k + 1)− λ
(k + 2)(k + 1)

Ck (k = 0, 1, 2, · · · ) (8.73)

这是一个双间隔系数递推公式。C2、C4、C6、· · · 均可用 C0表示，而 C3、C5、C7、· · · 均可用
C1表示，C0和 C1是两个线性无关的常数。于是得到勒让德方程（8.66）式的两个线性无关的解

y0(x) = C0 + C2x
2 + C4x

4 + · · · (8.74)

y1(x) = C1x+ C3x
3 + C5x

5 + · · · (8.75)

它们被称为勒让德函数。

（3）勒让德函数的收敛性 现在讨论勒让德函数的收敛性。按照达朗贝尔判别法，y0(x)和 y1(x)

的收敛半径均为

R = lim
k→∞

∣∣∣∣ CkCk+2

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣(k + 2)(k + 1)

k(k + 1)− λ

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣∣
(
1 + 2

k

) (
1 + 1

k

)
1 + 1

k −
λ
k2

∣∣∣∣∣ = 1 (8.76)

可见勒让德函数在 |x| < 1内收敛。现在进一步讨论，勒让德函数在 x = ±1附件的性质。由递
推关系（8.73）式得出，当 k →∞时，

Ck+2

Ck
≈ k

k + 2
≈ 1− 2

k
(8.77)

对于 k = 2n（偶数），则
Ck+2

Ck
≈ 1− 1

n
(8.78)

这与 ln(1 + x) + ln(1 − x) = ln(1 − x2)的泰勒展开的相邻系数之比相同。因此，当 |x| → 1时，

y1(x) → ∞。同样理由，y2(x)也趋于∞。即勒让德函数在边界 x = ±1上是无界的。这不满足
波函数有界的条件，为此考虑将无穷级数 y0(x)（8.74）式、y1(x)（8.75）式截断成多项式，而多

项式一定是有界的。

（4）勒让德多项式 观察递推公式（8.73）发现，当

λ = l(l + 1) l = 0, 1, 2, · · · (8.79)
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时，Cl+2、Cl+4、Cl+6，· · · 都为零。此时，y0(x)和 y1(x)中有一个级数将截断为 l次多项式，即

y0(x) = C0 + C2x
2 + C4x

4 + · · ·+ Clx
l （l为偶数，y1(x)仍为无穷级数） (8.80)

y1(x) = C1x+ C3x
3 + C5x

5 + · · ·+ Clx
l （l为奇数，y0(x)仍为无穷级数） (8.81)

这时就得到多项式称为勒让德多项式。现在进一步确定 y0(x)、y1(x)中的系数。如果最高次幂的

系数 Cl被确定，按照递推公式（8.73）可以退出系数 Cl−2、Cl−4、· · · 这意味着所有系数都能依
次确定。原则上 Cl 是一个任意常数，不过如果取

Cl =
(2l)!

2l(l!)2
(8.82)

勒让德多项式将呈现最简洁的形式。

（5）勒让德多项式的一般形式 将 λ（8.79）式代入递推关系（8.73）式，有

Ck+2 =
k(k + 1)− l(l + 1)

(k + 2)(k + 1)
Ck =

(k − l)(k + l + 1)

(k + 2)(k + 1)
Ck (k = 0, 1, 2, · · · , l) (8.83)

改写为

Ck = −
(k + 2)(k + 1)

(l − k)(k + l + 1)
Ck+2 (k = 0, 1, 2, · · · , l − 2) (8.84)

则有

Cl−2 = −
l(l − 1)

2(2l − 1)
Cl = −

l(l − 1)

2(2l − 1)
· (2l)!

2l(l!)2
= − l(l − 1)

2(2l − 1)
· 2l · (2l − 1) · (2l − 2)!

2l · l · (l − 1)! · l(l − 1) · (l − 2)!

= − (2l − 2)!

2l(l − 1)!(l − 2)!
(8.85)

类似的

Cl−4 = −
(l − 2)(l − 3)

4(2l − 3)
Cl−2 =

(2l − 4)!

2l2!(l − 2)!(l − 4)!
(8.86)

一般项为

Cl−2n = (−1)n (2l − 2n)!

2ln!(l − n)!(l − 2n)!

(
n = 0, 1, 2, · · · , l

2

)
(8.87)

特别是常数项为

C0 = (−1)
l
2

l!

2l
[(

l
2

)
!
]2 (

n =
l

2

)
(8.88)

利用通项公式（8.87）式，勒让德多项式（8.80）和（8.81）式可以统一写成

Pl(x) =
1

2l

N∑
n=0

(−1)n (2l − 2n)!

n!(l − n)!(l − 2n)!
xl−2n (8.89)

它被称为 l阶勒让德多项式，其中 N 是求和指标 n的最大值，表示为

N =


l

2
(l = 0, 2, 4, · · · )

l − 1

2
(l = 1, 3, 5, · · · )

(8.90)

求和指标 n的最小值 n = 0相应于最高次幂 xl，而它的最大值 n = N 相应于常数项，由（8.88）

式确定。
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（6）前几阶勒让德多项式

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)

8.5.2 勒让德多项式的基本性质

8.5.2.1 微分表示

勒让德多项式的微分表示——罗德里格斯（Rodrigues）公式

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l (8.91)

证明：

方法 1用二项式定理及直接求导数方法。用二项式定理

(a+ b)l =
l∑

n=0

 l

n

 al−nbn =
l∑

n=0

l!

(l − n)!n!
al−nbn (8.92)

将 (x2 − 1)l 展开，有

1

2ll!
(x2 − 1)l =

1

2ll!

l∑
n=0

(−1)nl!
(l − n)!n!

(x2)l−n

=

l∑
n=0

(−1)n

2ln!(l − n)!
x2l−2n (8.93)

不考虑系数，求和项为

x2l + x2l−2 + · · ·+ xl + xl−1 + · · ·+ x+ 1 (8.94)

对（8.93）式求 l次导，xl−1 及其后面的项将为零，只需考虑 2l − 2n ⩾ l的项，即 n ⩽ l/2。这

样求和只需考虑到 n = l/2项，有

1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l =

dl

dxl

[
N∑
n=0

(−1)n

2ln!(l − n)!
x2l−2n

]

=

N∑
n=0

(−1)n (2l − 2n)(2l − 2n− 1) · · · (l − 2n+ 1)

2ln!(l − n)!
xl−2n

=

N∑
n=0

(−1)n (2l − 2n)(2l − 2n− 1) · · · (l − 2n+ 1)(l − 2n)!

2ln!(l − n)!(l − 2n)!
xl−2n

=

N∑
n=0

(−1)n (2l − 2n)!

2ln!(l − n)!(l − 2n)!
xl−2n = Pl(x) (8.95)

其中 N 的取值为（8.90）式。
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8.5.2.2 生成函数

勒让德多项式的生成函数

1√
(1− 2rx+ r2)

=

∞∑
l=0

Pl(x)r
l (|x| ⩽ 1, |r| < 1) (8.96)

8.5.2.3 递推公式

常见的勒让德多项式递推公式如下

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x) (8.97)

Pn(x) = P ′
n+1(x)− 2xP ′

n(x) + P ′
n−1(x) (8.98)

xP ′
n(x)− P ′

n−1(x) = nPn(x) (8.99)

P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x) (8.100)

nP ′
n+1(x) + (n+ 1)P ′

n−1(x) = (2n+ 1)xP ′
n(x) (8.101)

其中 n = 1, 2, 3 · · ·

P ′
n+1(x) = (n+ 1)Pn(x) + xP ′

n(x) (8.102)

其中 n = 0, 1, 2, · · ·

8.5.2.4 勒让德多项式的正交完备性

8.5.3 连带勒让德函数

由 λ的取值（8.79）式，并参考（8.66）式，连带勒让德方程（8.64）式变为

(1− x2)d
2y

dx2
− 2x

dy

dx
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0 (l = 0, 1, 2, · · · ) (8.103)

现在利用勒让德多项式方程（由（8.66）、（8.79）和（8.89）式得到）

(1− x2)d
2Pl(x)

dx2
− 2x

dPl(x)

dx
+ l(l + 1)Pl(x) = 0 (l = 0, 1, 2, · · · ) (8.104)

对上式求导，得到

(1− x2)P (1+2)
l (x)− 2(1 + 1)xP

(1+1)
l (x) + [l(l + 1)− 1 · (1 + 1)]P ′

l (x) = 0 (8.105)

继续对两边求导，即对勒让德方程（8.104）式求二阶导，得到

(1− x2)P (2+2)
l (x)− 2(2 + 1)xP

(2+1)
l (x) + [l(l + 1)− 2 · (2 + 1)]P ′′

l (x) = 0 (8.106)

· · · · · ·

对勒让德方程（8.104）式求m阶导，得到

(1− x2)P (m+2)
l (x)− 2(m+ 1)xP

(m+1)
l (x) + [l(l + 1)−m(m+ 1)]P

(m)
l (x) = 0 (8.107)

因为勒让德方程（8.104）式中的 x2
d2Pl(x)

dx2
、x

dPl(x)

dx
、Pl(x)都是 l阶多项式，所以对其求导数

不能超过 l次，否则方程变成 0 = 0。因此，m的取值为

m = 0, 1, 2, · · · , l (8.108)
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方程（8.107）式可以写成

(1− x2)
d2P

(m)
l (x)

dx2
− 2(m+ 1)x

dP
(m)
l (x)

dx
+ [l(l + 1)−m(m+ 1)]P

(m)
l (x) = 0 (8.109)

这是 l阶勒让德多项式的m阶导数 P
(m)
l 所满足的二阶常微分方程。为了解以上方程，引入变换

w(x) = (−1)m(1− x2)m/2P (m)
l (x) (8.110)

代入（8.109）式，得

(1− x2)d
2w

dx2
− 2x

dw

dx
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
w = 0 (8.111)

这正是连带勒让德方程（8.104）式。这也意味着 w(x)就是连带勒让德方程的解，表示为

Pml (x) = (−1)m(1− x2)m/2P (m)
l (x) (8.112)

Pml (x)被称为m阶连带勒让德函数而不是多项式，因为当m为奇数时，含有因子
√
1− x2。其

中m > l时，Pml (x) = 0。

现在考虑（8.60）式中m的取值，结合（8.108）式，m的取值为

m = 0,±1,±2, · · · ,±l (8.113)

为此要扩大连带勒让德函数中m的取值范围，这一扩大的依据是连带勒让德方程（8.103）式中

出现m2使得m换成−m时，方程保持不变。利用罗德里格斯公式（8.91）将连带勒让德方程的

解（8.112）式改写为

Pml (x) =
(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2 d

l+m

dxl+m
(x2 − 1)l (8.114)

将m换成 −m，给出

P−m
l (x) =

(−1)m

2ll!
(1− x2)−m/2 d

l−m

dxl−m
(x2 − 1)l (8.115)

Pml (x)与 P−m
l (x)只相差一个常数，即

常数 =
Pml (x)

P−m
l (x)

=
(1− x2)m

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l

dl−m

dxl−m
(x2 − 1)l

(8.116)

其中右边的分子与分母是幂次相同的多项式，它们的同幂项之比就等于左边的常数。现在计算

分子与分母最高幂项之比，利用勒让德多项式微分表示中的方法，如下所示

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l = 2ll! · d

l+m

dxl+m

[
1

2ll!
(x2 − 1)l

]
= 2ll! · d

l+m

dxl+m

[
l∑

n=0

(−1)n

2ln!(l − n)!
x2l−2n

]
(8.117)

其中利用了（8.93）式。注意这里 n 是变量，l、m 都可以理解为常数。对上式求 l + m 次导，

xl+m−1及其后面的项将为零，只需考虑 2l − 2n ⩾ l +m的项，即 n ⩽ (l −m)/2。有

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l

=2ll! ·

l−m
2∑

n=0

(−1)n (2l − 2n)(2l − 2n− 1) · · · (l −m− 2n+ 1)

2ln!(l − n)!
xl−m−2n

=2ll! ·

l−m
2∑

n=0

(−1)n (2l − 2n)(2l − 2n− 1) · · · (l −m− 2n+ 1)(l −m− 2n)!

2ln!(l − n)!(l −m− 2n)!
xl−m−2n
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=2ll! ·

l−m
2∑

n=0

(−1)n (2l − 2n)!

2ln!(l − n)!(l −m− 2n)!
xl−m−2n (8.118)

当 n = 0时，上式有最高次幂项

2ll! · (2l)!

2ll!(l −m)!
xl−m (8.119)

同理
dl−m

dxl−m
(x2 − 1)l 最高次幂项为

2ll! · (2l)!

2ll!(l +m)!
xl+m (8.120)

于是（8.116）式分子与分母最高幂项之比为

(−1)mx2m
(2l)!

2ll!(l −m)!
xl−m

(2l)!

2ll!(l +m)!
xl+m

= (−1)m (l +m)!

(l −m)!
(8.121)

即

Pml (x) = (−1)m (l +m)!

(l −m)!
P−m
l (x) (8.122)

对于连带勒让德函数 Pml (x)，

当m = 0时，Pml (x) = P−m
l (x) = Pl(x)；

当m = 1, 2, 3, · · · , l时，（8.112）式给出 l个值；

当m = −1,−2,−3, · · · ,−l时，（8.122）式给出另外 l个值。

因此，当m = 0,±1,±2, · · · ,±l时，连带勒让德函数 Pml (x)有 2l + 1个值。

下面列出 l = 0, 1, 2情况下的连带勒让德函数

P 0
0 (x) = 1 (8.123)

P 0
1 (x) = x (8.124)

P 1
1 (x) = −

√
1− x2 (8.125)

P−1
1 (x) =

1

2

√
1− x2 (8.126)

P 0
2 (x) =

1

2
(3x2 − 1) (8.127)

P 1
2 (x) = −3x

√
1− x2 (8.128)

P−1
2 (x) =

1

2
x
√
1− x2 (8.129)

P 2
2 (x) = 3(1− x2) (8.130)

P−2
2 (x) =

1

8
(1− x2) (8.131)
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8.5.4 连带勒让德函数的性质

8.5.5 球谐函数

合并（8.48）、（8.60）、（8.62）、（8.111）式，得到角动量平方算符 L̂2本征方程（8.46）式的

解，即其本征函数为

Ylm(θ, φ) = AlmP
m
l (cos θ)eimϕ

 l = 0, 1, 2, · · ·

m = 0,±1,±2, · · · ,±l
(8.132)

其中 Alm是归一化系数。这就是球谐函数的表示式。比较（8.43）和（8.60）式球谐函数还是角

动量 z分量算符 L̂z

L̂z = −i~
∂

∂φ
(8.133)

的本征函数，如

L̂zYlm(θ, φ) = −i~
∂

∂φ
[AlmP

m
l (cos θ)eimφ] = −i~AlmPml (cos θ)

∂

∂φ
eimφ

= m~[AlmPml (cos θ)eimφ] = m~Ylm (8.134)

本征值为m~。

可见球谐函数 Ylm(θ, φ)是角动量平方算符 L̂2和角动量 z分量算符 L̂z 的共同本征函数

L̂2Ylm(θ, φ) = l(l + 1)~2Ylm(θ, φ) (8.135)

L̂zYlm(θ, φ) = m~Ylm(θ, φ) (8.136)

本征值分别为 l(l + 1)~2 和 m~。因为 l 表征角动量的大小，所以称为角量子数，m 因为与

体系的磁矩性质有关称为磁量子数。l 的取值为 l = 0, 1, 2, · · · 而对于一个 l 值，m 的取值为

m = 0,±1,±2, · · · ,±l，可以取 (2l + 1)个值。因此，对应于 L̂2的一个本征值 l(l + 1)~2，因m

不同有 (2l + 1) 个不同的本征函数 Ylm(θ, φ)。我们把这种对应于一个本征值有一个以上本征函

数的情况称为“简并”，把对应于同一本征值的本征函数的数目称为“简并度”。L̂2 的本征值是

(2l+ 1)度简并。按照光谱学的习惯记法，l = 0的态为 s（sharp）态，l = 1, 2, 3, · · · 的态依次称
为 p（principal）、d（diffuse）、f（fundamental）、· · · 态。处于这些态的粒子，依次简称为 s、p、

d、f、· · · 粒子。

现在根据归一化条件∫4π
0
|Ylm(θ, φ)|2dΩ =

∫π
θ=0

∫2π
φ=0
|Ylm(θ, φ)|2 sin θdθdφ = 1 (8.137)

来确定球谐函数的归一化系数。将球谐函数的具体形式代入，等式左边变为

|Alm|2
∫π
θ=0

∫2π
φ=0

[Pml (cos θ)]2 sin θdθdφ = |Alm|2
∫1
−1

[Pml (x)]2dx

∫2π
0
dφ = |Alm|2

4π

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!

(8.138)

其中利用连带勒让德函数的模值∫1
−1

[Pml (x)]2dx =
2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
(m ⩽ l) (8.139)
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由此归一化系数为

Alm =

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!
(8.140)

于是，归一化的球谐函数为

Ylm(θ, φ) =

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!
Pml (cos θ)eimφ

 l = 0, 1, 2, · · ·

m = 0,±1,±2, · · · ,±l
(8.141)

利用（8.122）式，归一化球谐函数可以具体写为

Ylm(θ, φ) =

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!
Pml (cos θ)eimφ (m > 0) (8.142)

Yl0(θ, φ) =

√
2l + 1

4π
Pl(cos θ) (m = 0) (8.143)

Ylm(θ, φ) = (−1)m
√

(2l + 1)(l − |m|)!
4π(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ)eimφ (m < 0) (8.144)

下面列出 l = 0, 1, 2情况下的归一化球谐函数

Y00(θ, φ) =
1√
4π

(8.145)

Y10(θ, φ) =

√
3

4π
cos θ (8.146)

Y1±1(θ, φ) = ∓
√

3

8π
sin θe±iφ (8.147)

Y20(θ, φ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1) (8.148)

Y2±1(θ, φ) = ∓
√

15

8π
cos θ sin θe±iφ (8.149)

Y2±2(θ, φ) =

√
15

32π
sin2 θe±2iφ (8.150)

8.5.6 球谐函数的性质

8.6 固定转轴的转子的能量本征方程

8.6.1 经典力学回顾

转动惯量 (Moment of Inertia)是刚体绕轴转动时惯性（回转物体保持其匀速圆周运动或静止

的特性）的量度，用字母 I 或 J 表示。转动惯量在旋转动力学中的角色相当于线性动力学中的

质量，可形式地理解为一个物体对于旋转运动的惯性，用于建立角动量、角速度、力矩和角加速

度等数个量之间的关系。

转动惯量的表达式为

I =
∑
i

mir
2

角动量与转动惯量的关系为

L⃗ =
∑
i

mir
2
i ω⃗ = Iω⃗
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证明：

对于角动量，有

L⃗ = r⃗ × P⃗ =
∑
i

mir⃗i × v⃗i =
∑
i

mir⃗i × (ω⃗ × r⃗i)

由

a⃗× (⃗b× c⃗) = b⃗(⃗a · c⃗)− c⃗(⃗a · b⃗)

有

r⃗i × (ω⃗ × r⃗i) = ω⃗(r⃗i · r⃗i)− r⃗i(r⃗i · ω⃗) = r2i ω

于是，有

L⃗ =
∑
i

mir
2
i ω⃗ = Iω⃗

得证。

转动动能表达式为

E =
1

2
Iω2

改用角动量表示为

E =
L2

2I

8.6.2 量子力学求解

在量子力学中，对于固定转轴的转子能量算符为

Ĥrot =
L̂2

2I0
其中 I0是转动惯量，是个常数。

固定转轴转子的能量本征方程为

Ĥrot · Y m
J = EJ · Y m

J

能量本征值为

Er(J) =
~2

2I
J(J + 1), J = 0, 1, 2, · · ·
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第九章 中心力场与氢原子

9.1 中心力场问题

1、在中心力场中的粒子的角动量 l⃗及分量 l⃗x, l⃗y, l⃗z 为守恒量。1

2、l⃗x, l⃗y, l⃗z 为守恒量，而 l⃗x, l⃗y, l⃗z 又彼此不对易，即：

不能同时具有确定值，即，中心力场中粒子的运动不能简化为一个平面运动；

根据 5.1.3节定理 p157，中心力场中的粒子的能级一般简并。

3、中心力场中粒子自由度为 3，于是通常选 (Ĥ, l̂2, l̂z)为守恒量完全集。

9.1.1 径向方程

在许多量子体系中，势场是球对称的，势函数只是径向变量 r 的函数（与 θ，ϕ无关，r 为

标量），这样的势场称为中心势场，可以写为 V (r)。粒子在中心势场中的哈密顿量算符为

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + V (r) (9.1)

式中 m通常被认为是粒子的质量。但是由于势场一般是由粒子之外的另一个体系引起的，如氢

原子的库仑势是由中央质子引起。因此，整个氢原子体系是电子与质子相互作用的两体问题。在

经典力学中，两体问题可以等效为一个单体的运动。在量子力学中，也是如此。于是以上哈密顿

量中的质量m应当理解为体系的约化质量

m =
m1m2

m1 +m2
(9.2)

其中m1和m2是两个单体的质量。如果二者相差很大，则约化质量近似等于那个较轻单体的质

量，如氢原子中，质子的质量远大于电子，约化质量则近似为电子的质量。对于诸如 O2、H2的

双原子分子，体系的约化质量等于单个原子的一半。

于是中心力场中粒子的能量本征方程为− ~2

2m
∇2 + V (r)

ψ(r⃗) = Eψ(r⃗) (9.3)

其中 ψ(r⃗)是本征函数，E是相应的能量本征值。考虑中心力场中球对称性，采用球坐标系，有2： p̂2r
2m

+
l̂2

2mr2
+ V (r)

ψ(r⃗) = Eψ(r⃗) (9.4)

由于势场只是径向变量 r的函数与 θ、ϕ无关，设置方程具有变量分离的形式解

ψ(r⃗) = Rl(r)Ylm(θ, φ) (9.5)

其中 R(r)和 Y (θ, ϕ)分别是本征函数 ψ(r⃗)的径向和角向部分。代入方程（9.4），有 p̂2r
2m

+
l̂2

2mr2
+ V (r)

RlYlm = ERlYlm (9.6)

1证明见守恒量相关章节

2动能算符的这种形式在前面对易式中有证明



挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me 第九章 中心力场与氢原子

移项，得

Ylm
p̂2r

2m
Rl +

Rl

2mr2
l̂2Ylm − (E − V (r))RlYlm = 0 (9.7)

由 l̂2的本征方程，l̂2Ylm = l(l + 1)~2Ylm，有

Ylm
p̂2r

2m
Rl +

l(l + 1)~2

2mr2
RlYlm − (E − V (r))RlYlm = 0 (9.8)

略去 Ylm，得
p̂2r

2m
Rl +

l(l + 1)~2

2mr2
Rl − (E − V (r))Rl = 0 (9.9)

由，
p̂2r

2m
= −

~2

2m

1

r

∂2

∂r2
r，参见（8.32）式，有− ~2

2m

1

r

∂2

∂r2
r − (E − V (r)) +

l(l + 1)~2

2mr2

Rl = 0 (9.10)

左右两边乘以 −
2m

~2
，得 1

r

∂2

∂r2
r +

2m

~2
(E − V (r))−

l(l + 1)

r2

Rl = 0 (9.11)

引入函数代换

Rl(r) =
χl(r)

r
(9.12)

得
1

r

∂2

∂r2
χl +

2m
~2

(E − V (r))−
l(l + 1)

r2

 χl
r
= 0 (9.13)

于是得到中心力场中的径向方程，为

χ′′
l +

2m
~2

(E − V (r))−
l(l + 1)

r2

χl = 0 (9.14)

其中 χl = Rl · r

讨论：

(1) 当 E > 0 时，对于 E 的任何值，方程都有满足波函数条件的解，即体系的能量具有连续

谱，这时电子可以离开核而运动到无限远处（电离）。

(2) 从径向方程看出：不同的中心力场 V (r)，决定了不同的径向波函数及能量本征值。

(3) 径向方程中不含磁量子数m，因此能量本征值与m无关。物理理解：由于中心力场的球对

称性，粒子的能量显然与 z轴的取向无关。

(4) 从径向方程看出：中心力场中运动的粒子能量与角量子数 l 有关。在给定 l 值的情况下，

m = 0,±1,±2, · · · ,±(l− 1),±l，共 (2l+1)个取值。于是一般来说，中心力场中粒子的能

级是 2l + 1重简并。

(5) 在一定的边界条件下求解径向方程，即可得出粒子能量的本征值 E。

对于非束缚态，E是连续变化的，即体系的能量具有连续谱。这在物理上意味着粒子
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不受约束而自由运动（如电子脱离原子核的束缚处于电离态）。

对于束缚态，则能量是量子化的，体系的能量呈现分立谱。这在后面求解氢原子有体

现。对于束缚态，很好理解。即：粒子被束缚住，如无限深势阱中的粒子，一维谐振

子，在数学上表现为波函数在无限远处为 0。

(6) 在束缚态边界条件下，求解径向方程时，将出现径向量子数 nr（nr = 0, 1, 2, · · ·），它代表
径向波函数的节点数（r = 0,∞不包括在内）。E依赖量子数 nr 和 l，但与 m无关，记为

Enr,l。在给定 l的情况下，随 nr 增加（径向波函数节点数增多），Enr,l 增大，所以 nr 也

可以作为能级（给定 l）高低的编序。与此类似，给定 nr 情况下，随 l增大（离心势能增

大），Enr,l 也增大。

(7) 光谱上习惯，把 l = 0, 1, 2, 3, · · · 态，分别记为，s, p, d, f, · · · 态。

9.1.2 无限深球势阱

三维无限深球势阱势函数为

V (r) =

0, r < a

∞, r ⩾ a
(9.15)

中心力场中的径向方程为

χ′′
l +

2m(E − V )

~2
−
l(l + 1)

r2

χl = 0 (9.16)

当 r < a时，V (r) = 0

χ′′
l +

2mE
~2
−
l(l + 1)

r2

χl = 0 (9.17)

（1）考虑最简单情形 l = 0（s波）

χ′′
0 + k2χ0 = 0 k2 =

2mE

~2
> 0 (9.18)

它的通解为

χ0(r) = A sin(kr) +B cos(kr) (9.19)

其中A和B是任意常数。由于实际的径向波函数是R()r = χ(r)/r，当 r → 0时，cos(kr)/r →∞，
因此必须取B = 0。于是通解约化为χ0(r) = A sin(kr)。再利用边界条件χ(a) = 0，即 sin(ka) = 0，

有

ka = nπ (9.20)

由此体系的能量为

En0 =
n2π2~2

2ma2
(n = 1, 2, 3, · · · ) (9.21)

这跟一维无限深势阱的结果相同。

于是

χ0(r) = A sin kr ka = (nr + 1)π, nr = 0, 1, 2, · · ·
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Enr =
~2π2(nr + 1)2

2ma2
nr = 0, 1, 2, · · ·

归一化系数为：A =

√
2

a
（b）一般而言：l ̸= 0。

由
1

r

d2

dr2
r =

d2

dr2
+

2

r

d

dr
，有：

R′′
l +

2

r
R′
l +

k2 − l(l + 1)

r2

Rl = 0 k2 =
2mE

~2
> 0

边界条件：Rl(r)
∣∣∣
r=a

= 0

变量变换：ρ = kr, dr =
dρ

k

d2Rl

dρ2
+

2

ρ

dRl

dρ
+

1− l(l + 1)

ρ2

Rl = 0 l = 0, 1, 2, · · ·

是球贝塞尔方程。

9.2 电子在库仑场中的运动

9.2.1 本征方程的改写

库仑势是最常见的中心势场。考虑一个电子在一带正电的原子核所产生的电场中运动。由

于电子的质量远小于原子核，径向方程中的质量即可视为电子的质量。设电子的质量为 m，带

电荷 −e，核的电荷为 +Ze，Z 是核内的质子数。Z = 1时，该体系就是氢原子；Z > 1时，体

系则为类氢离子，例如：氦粒子 He+(Z = 2)，锂离子 Li+(Z = 3)。取核为坐标原点，则电子受

核吸引的势能为

V (r) = − Ze2

4πε0r
= −Ze

2
s

r
es =

e√
4πε0

(9.22)

其中 r是电子与核的距离。代入径向方程，得

χ′′
l +

2m
~2

E +
Ze2s

r

− l(l + 1)

r2

χl = 0 (9.23)

为了方便求解方程，引入参数

α =

√
−8mE

~2
β =

2mZe2s
α~2

=
Ze2s
~

√
− m

2E
(9.24)

和新的径向变量

ρ = αr (9.25)

方程可以进行如下改写
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各项除以 α2。对于
d2χ

α2dr2
，由于 α与 r无关，可写为

d2χ

d(αr)2
=
d2χ

dρ
；

对于
2m

~2
Ze2s

r
，有

2mZe2s

α~2αr
=
β

ρ

于是方程变为
d2χ

dρ2
+

[
β

ρ
− 1

4
− l(l + 1)

ρ2

]
χ = 0 (9.26)

9.2.2 级数求解与本征值

（1）首先研究这个方程的渐进行为，当 ρ→∞时，方程变为
d2χ

dρ2
− 1

4
χ = 0 (9.27)

通解为

χ(ρ) = Ae−ρ/2 +Beρ/2 (9.28)

其中 A和B为任意常数。由于波函数的有限性，即 ρ→∞时 χ(ρ)→ 0，因此必须有B = 0，从

而渐进解为 e−ρ/2。进而取 χ(ρ)的形式解为

χ(ρ) = e−ρ/2f(ρ) (9.29)

其中 f(ρ)是待求的函数。代入方程，由
dχ

dρ
= −1

2
e−ρ/2f + e−ρ/2

df

dρ
(9.30)

d2χ

dρ2
= −1

2
e−ρ/2

(
−1

2

)
f − 1

2
e−ρ/2

df

dρ
− 1

2
e−ρ/2

df

dρ
+ e−ρ/2

d2f

dρ

= e−ρ/2
d2f

dρ
− e−ρ/2 df

dρ
+ e−ρ/2

1

4
f (9.31)

得到关于 f(ρ)的方程
d2f

dρ2
− df

dρ
+

[
β

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
f = 0 (9.32)

（2）对方程进行级数求解。这是一个变系数常微分方程。由于 ρ = 0是它的奇点，因此它的

解不能在该电附近展开成幂级数，但可以写成广义幂级数

f(ρ) =
∞∑
ν=0

bνρ
s+ν (b0 ̸= 0) (9.33)

（a）由此给出径向波函数为

R(r) =
χ(r)

r
=
αf(ρ)e−ρ/2

ρ
= αe−ρ/2

∞∑
ν=0

bνρ
s+ν−1 (9.34)

为了确保 R(r)在 r → 0处取有限值，式中 ρ的指数不能为负数。这里求和指标 ν 的最小值为 0，

因此必须有 s ⩾ 1。

（b）将 f(ρ)代入方程，得
∞∑
ν=0

[(ν + s)(ν + s− 1)− l(l + 1)]bνρ
ν+s−2 +

∞∑
ν=0

[β − (ν + s)]bνρ
ν+s−1 = 0 (9.35)
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将上式左边的前一个求和第一项（即 ν = 0项）单独写出，则变为

[s(s−1)− l(l+1)]b0ρ
s−2+

∞∑
ν=1

[(ν+s)(ν+s−1)− l(l+1)]bνρ
ν+s−2+

∞∑
ν=0

[β− (ν+s)]bνρ
ν+s−1 = 0

(9.36)

在上式左边的第一个求和中，令m = ν − 1，则有
∞∑
ν=1

[(ν + s)(ν + s− 1)− l(l + 1)]bνρ
ν+s−2

=

∞∑
m=0

[(m+ 1 + s)(m+ s)− l(l + 1)]bm+1ρ
m+s−1

=
∞∑
ν=0

[(ν + 1 + s)(ν + s)− l(l + 1)]bν+1ρ
ν+s−1

代入式，整理后得到

[s(s−1)− l(l+1)]b0ρ
s−2+

∞∑
ν=0

[(ν+s+1)(ν+s)− l(l+1)]bν+1+(β−ν−s)bν ]ρν+s−1 = 0 (9.37)

这里参与求和的各项是相互独立的，由 ρ的各次幂的系数为零得到

s(s− 1)− l(l + 1) = 0 (9.38)

[(ν + s+ 1)(ν + s)− l(l + 1)]bν+1 + (β − ν − s)bν = 0 (9.39)

由（9.38）得到

s = −l, s = l + 1 (9.40)

即广义幂级数中的特征参数 s已经求出。上式是相应于二阶常微分方程的两个线性独立的解。但

是 s = −l不满足 s ⩾ 1的条件，而 s = l + 1 (l = 0, 1, 2, · · · )满足，代入（9.39）式，得

bν+1 =
ν + l + 1− β

(ν + 1)(ν + 2l + 2)
bν (9.41)

这是广义幂级数的系数递推公式。并将 s = l + 1代入，得

f(ρ) =
∞∑
ν=0

bνρ
ν+l+1 (b0 ̸= 0) (9.42)

（c）现在讨论级数的收敛性。利用（9.41）式可以给出收敛半径

R = lim
ν→∞

∣∣∣∣ bνbν+1

∣∣∣∣ = lim
ν→∞

∣∣∣∣(ν + 1)(ν + 2l + 2)

ν + l + 1− β

∣∣∣∣ = lim
ν→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
1

ν

1 +
2l + 2

ν


1

ν
+
l + 1− β

ν2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= lim

ν→∞
ν →∞

(9.43)

可见广义幂级数解的收敛半径无穷大。

（d）进一步考查该级数在 ρ → ∞的性质，此时级数 f(ρ)的性质主要取决于指标 ν 较大的

项，相邻两项系数的比值为
bν+1

bν
→ 1

ν
(ν →∞) (9.44)
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另外，我们知道指数函数 eρ的幂级数为

eρ = 1 +
ρ

1!
+
ρ2

2!
+ · · ·+ ρν

ν!
+ · · · (9.45)

它的相邻两项系数的比值在 ν →∞时也为
1

ν
，即

1

(ν + 1)!

1

ν!

=
ν!

(ν + 1)!
=

1

ν + 1
→ 1

ν
(ν →∞) (9.46)

由此可以看出，当 ν 很大时，f(ρ)与 eρ有相同的渐进行为，可以用令 f(ρ) = eρ，有

R(r) =
χ(r)

r
=
αf(ρ)e−ρ/2

ρ
−→ αeρe−ρ/2

ρ
=
αeρ/2

ρ
−→∞ (ρ→∞) (9.47)

可见波函数在 ρ→∞是发散的，这不满足波函数的有限性。

（e）为了保证波函数 R(r)在 ρ→∞的有限性，我们考查无穷级数能否在某一项终止，成为
一个多项式

f(ρ) =

nr∑
ν=0

bνρ
ν+l+1 (9.48)

其中nr是求和指标 ν的最大值。上式是一个 (nr+l+1)次多项式，由于多项式发散速度小于R(r)

中 e−ρ/2的收敛速度，这样就保证了 R(r)的收敛的性。数学描述为 limρ→∞ = ρn

eρ/2
= 0, ∀n。

为了使 f(ρ)求和终止于 nr，则需求和指标大于 nr 的所有项均为零。现在根据这一要求来

确定 nr。当 ν 取最大值 nr 时，式变为

bnr+1 =
nr + l + 1− β

(nr + 1)(nr + 2l + 2)
bnr (9.49)

根据前面的要求，意味着 bnr ̸= 0而 bnr+1 = 0，于是得到

nr + l + 1− β = 0 (9.50)

这表明 β 是一个正整数，设为 n，则

β = nr + l + 1 ≡ n (9.51)

上式扮演了一个量子化条件。由它可以确定其中各个量子数的取值范围。

（f）量子数 nr 是在讨论径向函数 R(r)时引入的，称为径向量子数，它源于求和指标 ν，其

最小值可以取零，而最大值为 n− 1（相应于 l = 0），故 nr 的取值为

nr = 0, 1, 2, · · · , n− 1 (9.52)

相同的分析可得角量子数的取值范围

l = 0, 1, 2, · · · , n− 1 (9.53)

而 n称为主量子数，它的最小值为 1（相应于 nr = l = 0），而不存在上限，故取值为

n = 1, 2, 3, · · · (9.54)

将（9.51）式代入（9.24）式，即得到能量本征值

En = −mZ
2e4s

2~2n2
, (n = 1, 2, 3, · · · ) (9.55)

上述讨论表明，在体系能量小于零（束缚态）的情况下，波函数在 r →∞的有限性引出体系能
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量的量子化。可见能量的量子化条件来自波函数的标准条件。

9.2.3 驻波条件估算量子化能量

在一维无限深势阱问题中，可以用驻波条件确定体系的本征能量。用这样的方法可以估算

谐振子的量子化能量。试用该方法估算类氢离子的量子化能量。

在一维无限深势阱问题中，势阱中的粒子是自由粒子。在谐振子模型中，可以把抛物线势阱

内的振子当作自由粒子来处理。现在将类氢离子中的电子视为库论势中的自由电子，在前面的

位力定理讨论中，得到库仑场中动能与势能的关系（2.159）式为 ⟨V ⟩ = −2⟨T ⟩。因此其总能量
等于动能

−E =
1

2
mv2 (9.56)

其中 ν 是自由电子的速度，它相应于�布罗意波波长

λ =
h

mv
(9.57)

而在类氢粒子的最大半径 r0 处，即受原子核吸引的电子跑到最远处，认为电子的动能为 0。此

时电子的总能量等于势能，即

E = −Ze
2

r0
(9.58)

另外，�布罗意波在宽度为 r0的势阱内满足驻波条件

r0 =
λ

2
n (n = 1, 2, 3, · · · ) (9.59)

综合以上表达式，得

En = −2mZ2e4

π2n2~2
(9.60)

这个结果与精确解只相差一个数值因子，能够描述类氢离子的能量量化的基本特征。这再次说

明�布罗意物质波理论与薛定鄂方程的自恰性以及驻波条件的普适性。

如上所述，我们用驻波条件方法得到了一维无限深模型的严格解以及量子谐振子和类氢离

子的近似解。需要指出，得出这类近似解的条件是势函数具有幂指数的形式。这种方法借助势阱

的形象化模型，使我们毋须寻求薛定鄂方程的严格解，便能导出微观体系能量量子化的重要结

果。

9.2.4 径向本征函数求解——广义拉盖尔多项式

现在进一步求径向本征函数，由式（9.48）和式（9.51），得

f(ρ) =

n−l−1∑
ν=0

bνρ
ν+l+1 = b0ρ

l+1
n−l−1∑
ν=0

bν
b0
ρν (9.61)

为了计算其中的比值 bν/b0，根据（9.41）式和（9.51）式，有

bν+1 =
ν + l + 1− n

(ν + 1)(ν + 2l + 2)
bν (9.62)

于是
b0

b0
= 1，

b1

b0
=
l + 1− n
(2l + 2)

，· · · 将 b1, b2, · · · , bn−l−1用 b0表示，代入 f(ρ)，有

f(ρ) =b0ρ
l+1

[
1− n− l − 1

1!(2l + 2)
ρ+

(n− l − 1)(n− l − 2)

2!(2l + 2)(2l + 3)
ρ2 + · · ·
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+ (−1)ν (n− l − 1)(n− l − 2) · · · (n− l − ν)
ν!(2l + 2)(2l + 3) · · · (2l + 1 + ν)

ρν + · · ·

+(−1)n−l−1 (n− l − 1)(n− l − 2) · · · 1
(n− l − 1)!(2l + 2)(2l + 3) · · · (n+ l)

ρn−l−1

]
=b0ρ

l+1
n−l−1∑
ν=0

(−1)ν (2l + 1)!(n− l − 1)!

ν!(n− l − ν − 1)!(2l + 1 + ν)!
ρν

=b0ρ
l+1 (2l + 1)!(n− l − 1)!

(n+ l)!

n−l−1∑
ν=0

(−1)ν (n+ l)!

ν!(n− l − ν − 1)!(2l + 1 + ν)!
ρν

=b0ρ
l+1 (2l + 1)!(n− l − 1)!

(n+ l)!
L2l+1
n−l−1(ρ) (9.63)

式中 L2l+1
n−l−1(ρ)是广义拉盖尔多项式（generalized Laguerre polynomials），它的一般定义为3

Lαn(x) = Γ (n+ α+ 1)

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!Γ (k + α+ 1)
xk (9.64)

其中 n是正整数，而 α可以为任意实数。广义拉盖尔多项式有微分表示

Lαn(x) =
x−αex

n!

dn

dxn
(xn+αe−x) (n = 0, 1, 2, · · · ) (9.65)

及正交性关系式 ∫∞
0
Lαm(x)L

α
n(x)e

−xxαdx =
Γ (n+ α+ 1)

n!
δmn (9.66)

在 α为自然数情况下，（9.64）式 Lαn(x)简化为

Lαn(x) = (n+ α)!

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!(k + α)!
xk (9.67)

几个低阶广义拉盖尔多项式如下：

L1
0(x) = 1 L2

0(x) = 1 L3
0(x) = 1

L1
1(x) = 2− x L2

1(x) = 3− x L3
1(x) = 4− x

L1
2(x) =

1
2(6− 6x+ x2) L2

2(x) =
1
2(12− 8x+ x2) L3

2(x) =
1
2(20− 10x+ x2)

L1
3(x) =

1
6(24− 36x+ 12x2 − x3) L2

3(x) =
1
6(60− 60x+ 15x2 − x3) L3

3(x) =
1
6(120− 90x+ 18x2 − x3)

9.2.5 径向本征函数

结合（9.12）、（9.25）、（9.29）和（9.63）式即可写出径向波函数

Rnl(ρ) = Nnlρ
le−ρ/2L2l+1

n−l−1(ρ) (9.68)

其中 Nnl 中包含所有与 ρ无关的常数因子。现在用玻尔半径

a =
~2

me2
= 0.529× 10−10m = 0.529Å (9.69)

表示体系的空间单位。于是 ρ表示为

ρ = αr =
2Z

an
r (9.70)

于是 Rnl(r)进一步表示为

Rnl(r) = Nnl

(
2Z

an
r

)l
exp

(
− Z

an
r

)
L2l+1
n−l−1

(
2Z

an
r

)
(9.71)

3注意文献中有不同的定义方式，此处是最标准的一种
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最终体系的波函数为

ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ) (9.72)

现在确定归一化常数 Nnl。由波函数归一化条件，有∫∞
r=0

∫π
θ=0

∫2π
φ=0

ψ∗(r, θ, φ)ψ(r, θ, φ)r2 sin θdrdθdφ

=

∫∞
r=0

R2
nl(r)r

2dr

∫π
θ=0

∫2π
φ=0

Y ∗
lm(θ, φ)Ylm(θ, φ) sin θdθdφ = 1 (9.73)

由于球谐函数已经归一化，于是 ∫∞
0
R2
nl(r)r

2dr = 1 (9.74)

这表示径向函数也是归一化的。代入（9.70）和（9.71）式，得

|Nnl|−2 =
( an
2Z

)3 ∫∞
0
e−ρρ2l+2

[
L2l+1
n−l−1(ρ)

]2
dρ (9.75)

利用积分公式 ∫∞
0
e−xxα+1 [LαN (x)]

2 dx =
Γ (N + α+ 1)

N !
(2N + α+ 1) (9.76)

得

Nnl =

√(
2Z

an

)3 (n− l − 1)!

2n(n+ l)!
(9.77)

于是归一化径向本征函数为

Rnl(r) =

√(
2Z

an

)3 (n− l − 1)!

2n(n+ l)!

(
2Z

an
r

)l
exp

(
− Z

an
r

)
L2l+1
n−l−1

(
2Z

an
r

)
(9.78)

其中 n = 1, 2, 3, · · ·；l = 0, 1, 2, · · · , n− 1。

几个低阶归一化径向本征函数 Rnl(r)如下：

R10(r) =

(
Z

a

)3/2

2 exp

(
−Z
a
r

)
(9.79)

R20(r) =

(
Z

2a

)3/2(
2− Z

a
r

)
exp

(
− Z
2a
r

)
(9.80)

R21(r) =

(
Z

2a

)3/2 Z

a
√
3
r exp

(
− Z
2a
r

)
(9.81)

R30(r) =

(
Z

3a

)3/2
[
2− 4Z

3a
r +

4

27

(
Z

a
r

)2
]
exp

(
− Z
3a
r

)
(9.82)

R31(r) =

(
2Z

a

)3/2( 2

27
√
3
− Z

81
√
3a
r

)
Z

a
r exp

(
− Z
3a
r

)
(9.83)

R32(r) =

(
2Z

a

)3/2 Z

81
√
15

(
Z

a
r

)2

exp

(
− Z
3a
r

)
(9.84)

9.2.6 径向方程的另一种解法——合流超几何函数

这里介绍库仑场情况下的径向方程（9.26）式
d2χ

dρ2
+

[
β

ρ
− 1

4
− l(l + 1)

ρ2

]
χ = 0 (9.85)

的另一种解法。
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首先考查它在 ρ→ 0的渐进行为，此时由于 −
l(l + 1)

ρ2
贡献最大，以最简单的方式抓住最主

要的点，只保留这项。于是方程变为
d2χ

dρ2
− l(l + 1)

ρ2
χ = 0 (9.86)

它的通解为

χ(ρ) = Aρl+1 +Bρ−l (9.87)

其中 A和 B为任意常数。因为 ρ→ 0时 ρ−l →∞，故必须有 B = 0，从而渐进解为 ρl+1。另外

由前面的讨论，径向方程（9.85）式在 ρ→∞的渐进解为 e−ρ/2。于是径向方程（9.85）式的形

式解可以写为

χ(ρ) = ρl+1e−ρ/2y(ρ) (9.88)

将上面的形式解代入径向方程（9.85）式，得到 y(ρ)所满足的微分方程

ρ
d2y

dρ2
+ (c− ρ)dy

dρ
− ay = 0 (9.89)

其中

a = l + 1− β c = 2l + 2 (9.90)

这个方程是库默尔微分方程（Kummer’s differential equation），它的通解为

y(ρ) = AF 1
1 (a, c; ρ) +Bρ1−cF 1

1 (a− c+ 1, 2− c; ρ) (9.91)

其中 F 1
1 为合流超几何函数，详见谐振子相关章节，它表示为

F 1
1 (a, c; ρ) = 1 +

a

c

ρ

1!
+
a(a+ 1)

c(c+ 1)

ρ2

2!
+
a(a+ 1)(a+ 2)

c(c+ 1)(c+ 2)

ρ3

3!
+ · · · (9.92)

由于 ρ的指数 1− c = −2l− 1 < 0，为了满足 ρ→∞时波函数为零的边界条件，常数 B必须为

零。于是，有

χ(ρ) = Aρl+1 exp(−ρ/2)F 1
1 (a, c; ρ) (9.93)

由于 F 1
1 (a, c; ρ) 是无穷级数，为了使得 χ(ρ) 在 ρ → ∞ 时收敛，F 1

1 (a, c; ρ) 必须截断成多项式。

这样 χ(ρ)中的 exp(−ρ/2)收敛速度强于多项式的发散速度，最终保证了 χ(ρ)的收敛。取

a = −nr (nr = 0, 1, 2, · · · ) (9.94)

即使得 F 1
1 (a, c; ρ)截断成 nr 次多项式，即 F 1

1 (a, c; ρ)中到 nr + 1及以后项为 0，参见如下
−nr(−nr + 1)(−nr + 2) · · · (−nr + nr)

c(c+ 1)(c+ 2) · · · (c+ nr)

ρnr+1

(nr + 1)!
= 0 (9.95)

结合（9.90）式，有

β = nr + l + 1 ≡ n (n = 1, 2, 3 · · · ) (9.96)

这得到的正是跟前面一样的量子化条件。进而可以写出径向本征函数

Rnl(r) = Anl

(
2Z

an
r

)l
exp

(
− Z

an
r

)
F 1
1

(
−n+ l + 1, 2l + 2;

2Z

an
r

)
(9.97)

其中 Anl 是归一化常数。利用合流超几何函数与广义拉盖尔多项式的关系

LαN (x) =
Γ (N + α+ 1)

N !Γ (α+ 1)
F 1
1 (−N,α+ 1;x) (9.98)

可以将（9.97）式化成（9.71）式。这表明合流超几何函数描述库仑场情况下的径向波函数与广
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义拉盖尔多项式是等价的。

9.2.7 本征函数、概率密度和一般解

结合库仑场情况下的径向解和角向解，就得到描述电子在库仑场中运动的完整本征函数。

ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ)

=

√(
2Z

an

)3 (n− l − 1)!

2n(n+ l)!

(
2Z

an
r

)l
exp

(
− Z

an
r

)
L2l+1
n−l−1

(
2Z

an
r

)
Ylm(θ, ϕ) (9.99)

其中

n = 1, 2, 3, · · ·

l = 0, 1, 2, · · · , n− 1

m = 0,±1,±2, · · · ,±l

由于 ψnlm与 n、l、m三个量子数有关，而能级 En只与主量子数 n有关，所以能级对于 l和m

是简并的。对于一个 n值，l可以取 l = 0, 1, 2, · · · , n− 1共 n个值，而对于一个 l值，m还可以

取m = 0,±1,±2, · · · ± l共 2l+ 1个值。不同的 l、m对应不同的波函数 ψnlm。这样对于第 n个

能级 En，有
n−1∑
l=0

(2l + 1) = 2
n(n− 1)

2
+ n = n2 (9.100)

个波函数，因此电子的第 n个能级是 n2度简并的。

|ψnlm(r, θ, ϕ)|2 表示电子在库仑场中运动的概率密度，在此基础上可以引进径向概率密度和
角向概率密度的概念。电子在任意点 (ρ, θ, ϕ)周围的体积元 r2 sin θdrdθdϕ = r2drdΩ内出现的概

率是

|ψnlm|2r2drdΩ = |Rnl|2|Ylm|2r2drdΩ (9.101)

（1）径向概率密度。将（9.101）式对角向变量 Ω变化的整个区域 (0→ 4π)积分，并注意 Ylm是

归一化的，于是得到在半径 r到 r + dr的球壳内（遍及整个角向）发现电子的概率为∫4π
Ω=0
|Rnl|2|Ylm|2r2drdΩ = |Rnl(r)|2r2dr

∫4π
Ω=0
|Ylm|2dΩ = |Rnl(r)|2r2dr (9.102)

由此得到径向概率密度（单位厚度球壳内的概率）为

Wnl(r) ≡ |Rnl(r)|2r2 (9.103)

（2）角向概率密度。将（9.101）式对径向变量 r变化的整个区域（0→∞）积分，并注意 Rnl是

归一化的，于是得到在立体角元 dΩ内（遍及整个径向）发现电子的概率为∫∞
r=0
|Rnl|2|Ylm|2r2drdΩ = |Ylm|2dΩ

∫∞
r=0
|Rnl(r)|2r2dr = |Ylm|2dΩ (9.104)

可见角向概率密度（单位立体角内的概率）就是 |Ylm|2。

本征函数（9.99）式是定态薛定鄂方程的解，加上含时部分，得到薛定鄂方程的最终本征波

函数形式

Ψnlm(r, θ, ϕ, t) = ψnlm(r, θ, ϕ) exp

(
− i
~
Ent

)
(9.105)

其中能量本征值 En由（9.55）式表示，本征函数 ψnlm(r, θ, ϕ)由（9.99）式表示。在初值问题中，
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对于初态 ψ(r⃗, 0) = f(r⃗)或写成 ψ(r, θ, ϕ, 0) = f(r, θ, ϕ)（注意区分 ψ和 Ψnlm，前者是系统的波

函数，后者是含时本征函数），薛定鄂方程的一般解为

ψ(r, θ, ϕ, t) =
∑
n,l,m

cnlmΨnlm(r, θ, ϕ, t) =
∑
n,l,m

cnlmψnlm(r, θ, ϕ) exp

(
− i
~
Ent

)
(9.106)

其中展开系数为

cnlm =

∫∞
r=0

∫π
θ=0

∫2π
ϕ=0

ψ∗
nlm(r, θ, ϕ)f(r, θ, ϕ)r

2 sin θdrdθdϕ (9.107)

其中 f(r, θ, ϕ)为初始波函数。

9.3 氢原子

当 Z = 1类氢离子的结果即约化为氢原子的结果。氢原子能级为

En = − me4

2~2n2
= − e2

2an2
(9.108)

其中 a为玻尔半径 a =
~2

me2
= 0.529× 10−10m。氢原子归一化径向本征函数为

Rnl(r) =

√(
2

an

)3 (n− l − 1)!

2n(n+ l)!

(
2

an
r

)l
exp

(
− 1

an
r

)
L2l+1
n−l−1

(
2

an
r

)
(9.109)

其中 n = 1, 2, 3, · · ·；l = 0, 1, 2, · · · , n− 1。

9.4 氢原子光谱

氢原子基态能量（n = 1）为

E1 = −
me4

2~2
= −13.6eV (9.110)

这个值恰好是氢原子电离能的测量值，可见量子理论的结果与实验相符合。利用基态能量，氢原

子能级可以改写为

En = −13.6eV

n2
(9.111)

（1）氢原子在束缚态之间的跃迁。利用能级公式，有

νmn =
Em − En

h
= Rc

(
1

n2
− 1

m2

)
(m > n) (9.112)

其中 νmn是能级 Em与 En之间的频率间隔，c是真空中的光速，而

R =
2πme4

h3c
= 1.097× 107m−1 (9.113)

是里德伯常量。（9.112）式是氢原子光谱的巴耳末公式，它给出如果所示光谱线如下图所示。

（2）相邻能级间隔。利用能级公式，有

∆En ≡ En+1 − En =
me4

2~2

[
1

n2
− 1

(n+ 1)2

]
=
me4

2~2
2n+ 1

n2(n+ 1)2
(9.114)

当 n → ∞时，∆En → 0，能量变化成连续的，体系趋于经典行为。当体系能量由 E < 0变成

E > 0时，电子由束缚态变成自由态，光谱线由分立谱变成连续谱。
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图 9.1: 氢原子光谱和相应波长

9.5 氢原子在基态

氢原子基态波函数为

ψ100 = R10(r)Y00(θ, ϕ)

=
2

a3/2
exp

(
−r
a

) 1√
4π

=
1√
πa3

exp
(
−r
a

)
(9.115)

总的来说，对于基态氢原子，电子径向概率密度的最可几值（电子出现的最大概率位置）是玻尔

半径 a，电子云的平均半径为 1.5a，电子运动的最大经典半径为 2a，电子在经典禁区出现的概

率高达 24%。

9.5.1 动量表象下的基态波函数

也就是动量的概率分布函数。

见笔记 1，见笔记 2

9.5.2 径向概率密度

对于基态氢原子，电子在任意点 r, θ, ϕ周围的单位体积内的概率（即概率密度）为

|ψ100|2 =
1

πa3
exp

(
−2r

a

)
(9.116)

则电子在 r → r + dr球壳（体积为 4πr2dr）内出现的概率为

|ψ100|2 · 4πr2dr =
1

πa3
exp

(
−2r

a

)
· 4πr2dr = 4

a3
r2 exp

(
−2r

a

)
dr

= 4
(r
a

)2
exp

(
−2r

a

)
d
(r
a

)
= 4ρ2 exp(−2ρ)dρ (9.117)

其中 ρ = r/a表示以玻尔半径 a为单位的径向变量。于是电子的径向概率密度（以 ρ为变量）为

W10(ρ) = 4ρ2 exp(−2ρ) (9.118)

其概率的归一性，验证如下 ∫∞
0
W10(ρ)dρ = 4

∫∞
0
ρ2 exp(−2ρ)dρ = 1 (9.119)
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另一方面，径向概率密度也可以利用（9.103）式直接得到

W10(r) = |R10(r)|2r2 =
4

a3
r2 exp

(
−2r

a

)
(9.120)

由此得到基态氢原子径向概率密度W10(ρ)的分布曲线如图所示。它的最大值位置通过对概

率密度求导得到
dW10

dρ
= 8ρ(1− ρ) exp(−2ρ) = 0 =⇒ ρ = 1 (9.121)

可见基态氢原子中的电子在整个空间（0 < r < ∞）出现的概率均不为零，但在玻尔半径 r = a

处出现的概率最大。这和玻尔的电子轨道图像巧妙联系起来了。

图 9.2: 基态氢原子的径向概率密度

9.5.3 力学量的平均值

利用概率密度可以计算力学量的平均。

（1）电子运动半径 r的平均值

⟨ρ⟩ =
∫∞
0
ρW10(ρ)dρ = 4

∫∞
0
ρ3 exp(−2ρ)dρ = 4 · 3!

(
1

2

)4

= 1.5 (9.122)

可见电子运动半径的平均值是玻尔半径的 1.5倍。

（2）势能 V (r) = −e2/r的平均值

⟨V ⟩ =
∫∞
0

(
−e

2

r

)
4

a3
r2 exp

(
−2r

a

)
dr = −4 e

2

a3

∫∞
0
r exp

(
−2r

a

)
dr = −e

2

a
(9.123)

可见势能的平均值刚好对应玻尔半径处的势能取值。

（3）动量的平均值

暂略！

9.5.4 基态的 ∆x,∆px并验证不确定关系

9.5.5 电子在有限空间出现的概率

为了研究电子在有限空间出现的概率，引入

Pnl(s) =

∫ sa
r=0

∫π
θ=0

∫2π
ϕ=0
|ψnlm|2 r2 sin θdrdθdϕ
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=

∫ sa
r=0
|Rnl|2 r2dr ·

∫π
θ=0

∫2π
ϕ=0
|Ylm|2 sin θdθdϕ =

∫ sa
0
|Rnl|2 r2dr (9.124)

它表示在任意本征态 ψnlm中电子在 s倍的玻尔半径内出现的概率。

对于基态情形，有

P10(s) =

∫ s
0
W10(ρ)dρ = 4

∫ s
0
ρ2 exp(−2ρ)dρ = e−2s(e2s − 1− 2s− 2s2) (9.125)

下图显示了（暂缺）P10(s) 随 s 的变换曲线。当 s ≈ 2.7 时，概率值达到 0.9。当 s → ∞ 时，
P10(∞) = 1，这正是波函数的归一化条件。

9.5.6 基态下电子处于经典力学禁区 T < 0的概率

经典禁区定义为电子的势能大于其总能量的区域，或者理解为动能为负值，这在经典力学

中是不允许的。令 rn为势能等于总能量处的电子运动半径，则 r > rn的区域就是经典禁区，有

V (rn) = −
e2

rn
= En = − me4

2~2n2
= − e2

2n2a
(9.126)

解得

rn = 2n2a (9.127)

rn被称为电子运动的最大经典半径，它是玻尔半径的 2n2倍。对于基态 n = 1，最大经典半径是

玻尔半径的 2倍。

类似（9.124）式引入

Qnl(n) =

∫∞
r=2n2a

∫π
θ=0

∫2π
ϕ=0
|ψnlm|2 r2 sin θdrdθdϕ

=

∫∞
2n2a
|Rnl|2r2dr (9.128)

它表示任意本征态 ψnlm中电子在经典禁区出现的概率。

对于基态情形，有

Q10(1) = 4

∫∞
2
ρ2 exp(−2ρ)dρ = 1− 4

∫2
0
ρ2 exp(−2ρ)dρ

= 1−
[
e−2s(e2s − 1− 2s− 2s2)

]
s=2

= 1− 0.76 = 0.24 (9.129)

可见基态电子在经典禁区出现的概率是相当高的。这是一种很强的量子效应。

9.6 氢原子的一级斯塔克效应

见简并微扰
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第十章 自旋与泡利矩阵

10.1 自旋

10.1.1 电子自旋的提出

uhlenbeck与 goudsmit提出电子自旋假设的实验事实：

（1）碱金属光谱的双线结构

（2）反常 zeemar效应

stern-gerlach实验，直接证实：电子的自旋内禀磁矩

uhlenbeck与 goudsmit提出假设：

（1）每个电子具有自旋角动量 S⃗，它在任何方向上的投影只能取两个数值

S = ±~
2

注意：是电子的。

（2）每个电子具有自旋磁矩 M⃗s，它和自旋角动量 S 的关系是：

M⃗s = −
e

me
S⃗ (SI) M⃗s = −

e

mec
S⃗ (CGS)

M⃗s在空间任意方向上得投影只能取两个数值：

Ms = ±
~e
2me

= ±MB (SI) Ms = ±
~e
2me

= ±MB (CGS)

10.1.2 自旋算符

自旋算符 S⃗ 类似于角动量算符：
ˆ⃗
S × ˆ⃗

S = i~ ˆ⃗S (10.1)

分量形式为
ˆ⃗
S × ˆ⃗

S = (Sx⃗i+ Sy j⃗ + Szk⃗)× (Sx⃗i+ Sy j⃗ + Szk⃗)

= SxSyk⃗ − SxSz j⃗ − SySxk⃗ + SySz⃗i+ SzSxj⃗ − SzSy⃗i

= (SySz − SzSy )⃗i+ (SzSx − SxSz )⃗j + (SxSy − SySx)k⃗

其中

S⃗ = Sx⃗i+ Sy j⃗ + Szk⃗ (10.2)

有 
SxSy − SySx = i~Sz

SySz − SzSy = i~Sx

SzSx − SxSz = i~Sy

(10.3)
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即

[Sx, Sy] = i~Sz [lx, ly] = i~lz

[Sy, Sz] = i~Sx [ly, lz] = i~lx

[Sz, Sx] = i~Sy [lz, lx] = i~lz

10.1.3 自旋算符的本征值

（1）由于自旋 Ŝ在空间任意方向的投影只能取两个数值±~
2，所以 Ŝx，Ŝy，Ŝz的本征值都为

±~
2

（2）自旋算符平方 Ŝ2的本征值
3

4
~2

由

S2
x = S2

y = S2
z =

~2

4

S2 = S2
x + S2

y + S2
z =

3

4
~2

这样写不是很准确，要在本征方程下才体现的出。

10.1.4 含时自旋波函数的表示

在 Sz 表象下电子的波函数写为：

ψ = ψ(r⃗, Sz, t)

由于 SZ 只能取两个数值 ±~
2，所以上式实际可以写为两个分量：

ψ1 = ψ(r⃗,+
~
2
, t)

ψ2 = ψ(r⃗,−~
2
, t)

把这两个分量排成一个二行一列的矩阵

ψ =

ψ1(r⃗, t)

ψ2(r⃗, t)


并规定第一行对应于 Sz =

~
2，第二行对应于 Sz = −~

2。或

ψ = ψ1(r⃗, t)χ 1
2
+ ψ2(r⃗, t)χ− 1

2

其中 χ 1
2
, χ− 1

2
为 Sz 的本征函数：

χ 1
2
=

1

0

 χ− 1
2
=

0

1


如果已知电子处于 Sz =

~
2 的自旋态，则它的波函数写为

ψ 1
2
=

ψ1(r⃗, t)

0


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同样，如果已知电子处于 Sz = −~
2 的自旋态，则它的波函数写为

ψ− 1
2
=

 0

ψ2(r⃗, t)



10.1.5 自旋算符的矩阵形式

电子的自旋算符是作用在电子波函数上的。既然电子波函数写成二行一列的矩阵，因而自

旋算符应该是二行二列的矩阵。这样，自旋算符作用在二行一列的矩阵上，仍得到二行一列的矩

阵。

选取 z表象，设

Ŝz =
~
2

a b
c d


由 Szψ 1

2
= ~

2ψ 1
2
，有

~
2

a b
c d

ψ 1
2

0

 =
~
2

ψ 1
2

0


aψ 1

2

cψ 1
2

 =

ψ 1
2

0


得：a = 1, c = 0

同理，由 Szψ− 1
2
= ~

2ψ− ℏ
2

~
2

a b
c d

 0

ψ− 1
2

 = −~
2

 0

ψ− 1
2


bψ− 1

2

dψ− 1
2

 =

 0

ψ− 1
2


得：b = 0, d = −1
于是 Sz 的矩阵形式为

Ŝz =
~
2

1 0

0 −1



10.2 泡利矩阵

10.2.1 泡利算符

为简便起见，引进泡利算符 ˆ⃗σ，它和 ˆ⃗
S 的关系为

S⃗ =
~
2
σ⃗ (10.4)

分量形式为

Sx =
~
2
σx Sy =

~
2
σy Sz =

~
2
σz (10.5)
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由于泡利算符与自旋算符之间只相差 ~
2，于是有

σ⃗ × σ⃗ = 2iσ⃗ (10.6)

泡利算符分量间的对易关系为

[σx, σy] = σxσy − σyσx = 2iσz (10.7)

[σy, σz] = σyσz − σzσy = 2iσx (10.8)

[σz, σx] = σzσx − σxσz = 2iσy (10.9)

而且 σ⃗的分量之间还满足反对易关系

σxσy + σyσx =
1

2i
(σyσz − σzσy)σy +

1

2i
σy(σyσz − σzσy)

=
1

2i
(σyσzσy − σzσ2y + σ2yσz − σyσzσy) = 0

即

σxσy = −σyσx

结合（10.7）式，有

σxσy − σyσx = 2σxσy = 2iσz

其他同理，于是有

σxσy + σyσx = 0 σxσy = −σyσx = iσz (10.10)

σyσz + σzσy = 0 σyσz = −σzσy = iσx (10.11)

σzσx + σxσz = 0 σzσx = −σxσz = iσy (10.12)

10.2.2 泡利算符的本征值

由于 S⃗ 沿任何指定方向的投影（本征值）只能取 ±~
2 值，所以 σ⃗ 沿任何指定方向的投影只

能取 ±1，有：
σ2x = σ2y = σ2z = 1

10.2.3 σz 表象的泡利矩阵

在 Sz 表象中 Ŝz 的矩阵形式为

Ŝz =
~
2

1 0

0 −1


则泡利算符 σ̂z 的矩阵形式为

σ̂z =

1 0

0 −1


现在推导 σx和 σy 在 σz 表象中的矩阵形式。设

σx =

a b
c d

 (10.13)
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由表示力学量的算符为厄米算符可以知，a和 d为实数，并且 c = b∗，即

σx =

 a b

b∗ d

 (10.14)

由 σzσx + σxσz = 0，有 1 0

0 −1

 a b

b∗ d

+

 a b

b∗ d

1 0

0 −1

 = 0 (10.15)

即  a b

−b∗ −d

 a −b
b∗ −d

 = 0 (10.16)

于是  a2 + bb∗ −ab− bd
−ab∗ − db∗ bb∗ + d2

 = 0 (10.17)

由此得到 a = d = 0，于是

σx =

 0 b

b∗ 0

 (10.18)

利用 σ2x = 1，有 |b|2 = 1。取 b = 1，则

σx =

0 1

1 0

 (10.19)

进而由 [σz, σx] = 2iσy，有

σy =
1

2i
(σzσx − σxσz)

=
1

2i

1 0

0 −1

0 1

1 0

− 1

2i

0 1

1 0

1 0

0 −1


=

0 −i
i 0

 (10.20)

于是，在 σz 表象中，泡利算符 σ̂z，σ̂x，σ̂y 的矩阵形式为

σz =

1 0

0 −1

 , σx =

0 1

1 0

 , σy =

0 −i
i 0

 (10.21)

泡利矩阵是一个非常重要的概念和表述，具有非常广泛的应用。虽然泡利矩阵是由电子自旋

引出的，但不仅仅用来描述电子自旋。泡利矩阵不但为角动量理论提供了一个非常简单的模型，

而且能够用来表征二能级体系的作用算符以及描述中微子的周期振荡等。

10.2.4 泡利矩阵的完备性

泡利矩阵的完备性是泡利矩阵一个非常重要的性质，即任意一个 2× 2矩阵

M =

M11 M12

M21 M22

 (10.22)
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都可以按泡利矩阵 σx、σy、σz、σ2展开

M = a1σx + a2σy + a3σz + a4σ
2 (10.23)

其中 a1、a2、a3、a4是展开系数。

证明：考查展开式成立的条件，写出展开式为M11 M12

M21 M22

 = a1

0 1

1 0

+ a2

0 −i
i 0

+ a3

1 0

0 −1

+ a4

1 0

0 1


=

 a3 + a4 a1 − ia2
a1 + ia2 −a3 + a4

 (10.24)

两边矩阵相等的要求是对应的元素相等，即

0 · a1 + 0 · a2 + a3 + a4 =M11

a1 − ia2 + 0 · a3 + 0 · a4 =M12

a1 + ia2 + 0 · a3 + 0 · a4 =M21

0 · a1 + 0 · a2 − a3 + a4 =M22

(10.25)

这是一个关于 {a1, a2, a3, a4}的线性非齐次方程组，其系数行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1 1

1 −i 0 0

1 i 0 0

0 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4i ̸= 0 (10.26)

它恒不为零，因此方程组（10.25）必有非平庸解。这意味着，对于给定的 {M11,M12,M21,M22}，
一定能经由方程组（10.25）求出 {a1, a2, a3, a4}，使得（10.23）成立。即，任意一个 2× 2矩阵

都能够按（10.23）式展开。

得证。

10.2.5 泡利算符的本征方程

10.2.5.1 σz 的本征方程

σz 的本征方程为

σzψ = λψ (10.27)

其中 λ是本征值，ψ为列矢量

ψ =

a1
a2

 (10.28)

于是，有 1 0

0 −1

a1
a2

 = λ

a1
a2

 (10.29)
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移项，合并，有 1− λ 0

0 −1− λ

a1
a2

 = 0 (10.30)

这是一个关于 a1、a2的线性齐次方程组 (1− λ)a1 + 0 · a2 = 0

0 · a1 − (1 + λ)a2 = 0
(10.31)

它有非零解的必要充分条件是系数行列式等于零∣∣∣∣∣∣1− λ 0

0 −(1 + λ)

∣∣∣∣∣∣ = 0 (10.32)

该久期方程的根为

λ± = ±1 (10.33)

将 λ+ = 1代入方程组（10.31）式，并利用归一化条件 |a1|2 + |a2|2 = 1，有

a1 = 1 a2 = 0 (10.34)

于是相应的本征矢为

ψ+ =

1

0

 (10.35)

同理，对于 λ− = −1，得到相应的本征矢为

ψ− =

0

1

 (10.36)

ψ+和 ψ−就是 σz 算符的两个本征矢。接下来，对本征矢的正交性、归一性和完备性进行验证。

（1）正交性 (
1 0
)0

1

 = 0 即 ⟨ψ+|ψ−⟩ = 0 (10.37)

（2）归一性 (
1 0
)1

0

 = 1 即 ⟨ψ+|ψ+⟩ = 1 (10.38)

(
0 1
)0

1

 = 1 即 ⟨ψ−|ψ−⟩ = 1 (10.39)

（3）完备性1

0

(1 0
)
+

0

1

(0 1
)
= 1 即 |ψ+⟩⟨ψ+|+ |ψ−⟩⟨ψ−| = 1 (10.40)

按照完备性公式，任一态矢量

Ω =

µ
ν

 (10.41)
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能够按本征矢 ψ+和 ψ−展开µ
ν

 =

1

0

(1 0
)
+

0

1

(0 1
)µ

ν

 = µ

1

0

+ ν

0

1

 (10.42)

即

|Ω⟩ = µ|ψ+⟩+ ν|ψ−⟩ (10.43)

本征态 ψ+和 ψ−通常称为“自旋向上”和“自旋向下”，它们可以用来描述许多双态体系，特别

是描述自旋 1/2粒子的状态。在这种情况下（10.43）表示粒子的任意态，而 |µ|2和 |ν|2则是粒子
处于自旋向上和自旋向下两个状态的概率。

（1）在 σz 表象中，算符 σ̂z, σ̂x, σ̂y 的本征值和本征矢（本征态，本征函数）：

本征值 本征矢（态） 本征值 本征矢（态）

σz = 1 χ 1
2
=

1

0

 = α σz = −1 χ− 1
2
=

0

1

 = β

σx = 1 χ 1
2
= 1√

2

1

1

 σx = −1 χ− 1
2
= 1√

2

 1

−1


σy = 1 χ 1

2
= 1√

2

1

i

 σy = −1 χ− 1
2
= 1√

2

 1

−i


（2）在 σz 表象中，σn的本征值和本征矢（态，函数）：

给定 (θ, ϕ)方向单位矢量

n⃗ = (nx, ny, nz) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

σn = θ⃗ • n⃗为 σ⃗在 n⃗方向的投影。根据自旋的性质，σn的本征值也只有 ±1。由 n⃗表示也可

以看出，有直角坐标和球坐标两种表示方式。

本征值 本征矢（态） 本征值 本征矢（态）

σn = 1 ϕ1(θ, φ) =

cos θ2e
−iφ
2

sin θ
2e

iφ
2

 σn = −1 ϕ−1(θ, φ) =

 sin θ
2e

−iφ
2

− cos θ2e
iφ
2


σn = 1 ϕ1(n⃗) =

1√
2(1+nz)

 1 + nz

nx + iny

 σn = −1 ϕ−1(n⃗) =
1√

2(1+nz)

σn = 1 ϕ1(n⃗) =
1√

2(1−nz)

nx − iny
1− nz

 σn = −1 ϕ−1(n⃗) =
1√

2(1−nz)

−(1− nz)
nx + iny


对于直角坐标分量表示如 nz ̸= ±1，二者等阶（仅有相因子的差别）。

如 n⃗ = (0, 0, 1)即 nx = 0, ny = 0, nz = 1⇒ σn = σz，取

ϕ1 =

1

0

 , ϕ−1 =

0

1


如 n⃗ = (0, 0,−1)即 nx = 0, ny = 0, nz = −1⇒ σn = −σz，取

ϕ1 =

0

1

 , ϕ−1 =

1

0


<推导过程详见曾题集 6.12 >

xuanleng.me@gmail.com 294 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me

10.3 泡利矩阵中的表象变换

本节将讨论泡利矩阵中的表象变换。作为一个典型情况，我们将考察 σx −→ σz 的变换。σx
表象中的本征矢为

ϕ+ =
1√
2

1

1

 ϕ− =
1√
2

 1

−1

 (10.44)

σz 表象的本征矢为

ψ+ =

1

0

 ψ− =

0

1

 (10.45)

表象 σx和 σz 之间的变换矩阵表示为

S =

S++ S+−

S−+ S−−

 (10.46)

其中矩阵元为

S++ = ⟨ψ+|ϕ+⟩ =
1√
2

(
1 0
)1

1

 =
1√
2

(10.47)

S+− = ⟨ψ+|ϕ−⟩ =
1√
2

(
1 0
) 1

−1

 =
1√
2

(10.48)

S−+ = ⟨ψ−|ϕ+⟩ =
1√
2

(
0 1
)1

1

 =
1√
2

(10.49)

S−− = ⟨ψ−|ψ−⟩ =
1√
2

(
0 1
) 1

−1

 = − 1√
2

(10.50)

即

S =
1√
2

1 1

1 −1

 (10.51)

它是一个满足 S† = S−1 的幺正矩阵，还是一个满足 S† = S 的厄米矩阵。下面来验证波函数的

表象变换式 Ca = SDb和算符的表象变换式 F a = SF bS
†。

（1）波函数的表象变换

将任意一个态 µ
ν

 (10.52)

分别按照 σz 和 σx的本征态展开，有µ
ν

 = a1

1

0

+ a2

0

1

 =

a1
a2

 (10.53)

µ
ν

 =
b1√
2

1

1

+
b2√
2

 1

−1

 =

 1√
2
b1 + b2

1√
2
b1 − b2

 (10.54)
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于是任意态在 σz 和 σx表象的波函数分别为

Ca ≡

a1
a2

 , Db ≡

b1
b2

 (10.55)

其中 a1 =
1√
2
(b1 + b2)

a2 =
1√
2
(b1 − b2)

(10.56)

而根据波函数表象变换式 Ca = SDb，有a1
a2

 =
1√
2

1 1

1 −1

b1
b2

 (10.57)

结果与（10.56）式一致。上式就是任意态在 σx表象的波函数变换到 σz 表象的波函数的变换式。

（2）算符的表象变换

SσxS
† =

1

2

1 1

1 −1

0 1

1 0

1 1

1 −1

 =
1

2

 1 1

−1 1

1 1

1 −1


=

1 0

0 −1

 = σx (10.58)

这就是由 σx表象到 σz 表象的算符变换式。

10.4 总角动量

（曾书原话）电子自旋是一种相对论效应。可以证明，中心力场 V r⃗中运动的电子的相对论波

动方程，在过渡到非相对论极限时，Hamilton量中将出现一项自旋—耦合项（称为 Thomas项）

ξ(r)S⃗ · L⃗

其中 ξ(r) =
1

2m2c2

1

r

dV

dr
。此时 Hamilton量为：

H =
p2

2m
+ V (r) + ξ(r)S⃗ · L⃗

考虑自旋轨道耦合作用后，轨道角动量 L及自旋角动量 S都不再是守恒量：（参考季燕江）

证明：

[L⃗,H] ∝ [L⃗, S⃗ · L⃗]

= [Lx, S⃗ · L⃗]⃗i+ [Ly, S⃗ · L⃗]⃗j + [Lz, S⃗ · L⃗]⃗k

只要一个分量不为零则就不是守恒量

[Lz, S⃗ · L⃗] = [Lz, SxLx] + [Lz, SyLy] + [Lz, SzLz]

= Sx[Lz, Lx] + Sy[Lz, Ly] + Sz[Lz, Lz] [Lz, Sx] = 0，S与 L对易

= i~SxLy − i~SyLx ̸= 0

同理：[S⃗,H] ∝ [S⃗, S⃗ · L⃗]

= [Sx, S⃗ · L⃗]⃗i+ [Sy, S⃗ · L⃗]⃗j + [Sz, S⃗ · L⃗]⃗k
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[Sz, S⃗ · L⃗] = [Sz, SxLx] + [Sz, SyLy] + [Sz, SzLz]

= [Sz, Sx]Lx + [Sz, Sy]Ly + [Sz, Sz]Lz [Sz, Lx] = 0,S与 L对易

= i~SyLx − i~SxLy ̸= 0

同时可以看出：[Lz, S⃗ · L⃗] + [Sz, S⃗ · L⃗] = 0

即：[Lz + Sz, S⃗ · L⃗] = 0

同理有：[Lx + Sx, S⃗ · L⃗] = 0 [Ly + Sy, S⃗ · L⃗] = 0

即：[(Lx + Sx)⃗i+ (Ly + Sy )⃗j + (Lz + Sz)k⃗, S⃗ · L⃗] = 0

即：[L⃗+ S⃗, S⃗ · L⃗] = 0

得证。

定义总角动量算符

J⃗ = L⃗+ S⃗

可以证明总角动量 J⃗ 为守恒量：

证明：

[J⃗ ,H] =
1

2m
[L⃗+ S⃗, p2] + [L⃗+ S⃗, V (r)] + ξ(r)[L⃗+ S⃗, S⃗ · L⃗]

=
1

2m
[L⃗, p2] + [L⃗, V (r)] + ξ(r)[L⃗+ S⃗, S⃗ · L⃗]

= 0

S除了与自身有关系的，其他都对易！

[L⃗+ S⃗, S⃗ · L⃗] = 0见上面

[L⃗, p2] = 0 [L⃗, V (r)] = 0见角动量算符对易式的那个章节

得证。
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第十一章 全同粒子与固体理论

11.1 全同性原理

1在量子力学中，质量、电荷、自旋等固有性质完全相同的微观粒子称为“全同粒子”（identical

particles）。例如，所有的电子（在忽略自旋的情况下或者它们处于相同的自旋态）都是全同粒子。

但是同类分子不一定是全同粒子，例如 H2O分子，尽管它们的化学组分相同，两根化学键夹角

不同。从体系能量对微观结构的依赖性来讲，二者的哈密顿算符不同，因而本征能量和本征波函

数不同，它们不属于全同粒子。

在经典力学中，尽管两个物体 A和 B看上去完全相同（如斯诺克台面上的两个红球），我们

仍然可以区分它们。因为它们在运动过程中都有自己确定的轨道，即在任一时刻，都有确定的位

置和速度。这样，我们就可以判断哪个是 A，哪个是 B。在量子力学中，情况完全不是这样，粒

子的状态不是用位置和速度描述，而是用波函数描述。“波”是弥漫于整个空间的，我们不能问

“波在哪？”两个粒子在运动中，其波函数会在空间发生重叠。在重叠区域，我们便无法分辨哪个

是 A，哪个是 B。

全同粒子的这种不可区分性是微观粒子的固有特性。由于这一特性，由全同粒子所组成的

体系中，两个粒子相互代换并不会引起体系状态的改变，这就是“全同性原理”。受这个原理的

支配，全同粒子体系具有一系列特殊的性质。

11.2 两粒子系统

现在通过只有两个粒子的体系来讨论全同粒子系统的特性。一个单粒子体系的状态由波函

数 Ψ(r⃗, t)描述，它是空间坐标 r⃗和时间 t的函数2，而 |Ψ(r⃗, t)|2dr⃗表示在体积元 dr⃗内发现粒子

的概率。对于两个粒子的体系的状态，则是第一个粒子的坐标 r⃗1和第二粒子的坐标 r⃗2以及时间

t的函数，即

Ψ(r⃗1, r⃗2, t) (11.1)

它随时间的变化由薛定鄂方程描述
∂Ψ

∂t
= − i

~
HΨ (11.2)

其中 H 是体系的哈密顿量

H = − ~2

2m1
∇2

1 −
~2

2m2
∇2

2 + U(r⃗1) + U(r⃗2) + V (r⃗1, r⃗2, t) (11.3)

其中

mj（j = 1或 2）是第 j 个粒子的质量；

−
~2

2mj
∇2
j 是第 j 个粒子的动能算符；

1此章节参考：顾樵，量子力学 II。此章节的目的在于引出量子固体理论，可参考李正中的专著《固体理论》。固体理
论是固体物理学的高阶版，两者构成材料学的根基。而材料，是物质世界的根基。新材料的出现，无时无刻的改变着
人们的生活。

2忽略自旋变量 sz
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U(r⃗j)表示第 j 个粒子在势场中的能量；

V (r⃗1, r⃗2, t)表示两个粒子之间的相互作用能量。

这时波函数的统计诠释是

|Ψ(r⃗1, r⃗2, t)|2dr⃗1dr⃗2 (11.4)

表示在体积元 dr⃗1内发现第一个粒子并在体积元 dr⃗2内发现第二个粒子的概率。Ψ要满足归一化

条件 ∫
|Ψ(r⃗1, r⃗2, t)|2dr⃗1dr⃗2 = 1 (11.5)

如果相互作用势函数 V 不显含时间 t，则可以分离变量，得到体系的本征函数

Ψ(r⃗1, r⃗2, t) = ψ(r⃗1, r⃗2) exp

(
− i
~
Et

)
(11.6)

其中 E 是体系的总能量，空间波函数 ψ(r⃗1, r⃗2)由

− ~2

2m1
∇2

1ψ −
~2

2m2
∇2

2ψ + U(r⃗1) + U(r⃗2) + V (r⃗1, r⃗2) = Eψ (11.7)

两粒子体系的定态薛定鄂方程给出。

11.3 无相互作用的两粒子系统

11.3.1 哈密顿量

除了认为相互作用势函数 V 不显含时间 t，这样只需考虑波函数的空间部分3。还进一步假

设两个粒子之间没有相互作用，即不考虑粒子之间的相互作用、忽略相互作用项。这样由两个全

同粒子组成的体系（称为双全同粒子体系）的哈密顿量为

H = − ~2

2m1
∇2

1ψ −
~2

2m2
∇2

2ψ + U(r⃗1) + U(r⃗2) (11.8)

从上式可以看到，调换两个粒子，体系的哈密顿量算符不改变。于是可以将上式改写为

H = H0(r⃗1) +H0(r⃗2) (11.9)

其中

H0(r⃗j) = −
~2

2mj
∇2
j + U(r⃗j) (j = 1, 2) (11.10)

这就是双全同粒子体系的哈密顿量算符。

11.3.2 本征函数

设 H0(r⃗j)的本征方程为

H0(r⃗j)φn(r⃗j) = εnφn(r⃗j) (j = 1, 2) (11.11)

其中 φi(r⃗j)是第 i个本征函数，εi是相应的本征值。则体系中处于不同本征态的两个粒子，有H0(r⃗1)φi(r⃗1) = εiφi(r⃗1)

H0(r⃗2)φk(r⃗2) = εkφk(r⃗2)
(11.12)

3参考定态薛定鄂方程章节
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即第一个粒子处于 i态而第二个粒子处于 k态。这里我们实际上假设两个粒子是可以区分开来的

（否在第一个粒子处于 i 态而第二个粒子处于 k 态的说法就没有意义。）则体系哈密顿量（11.9）

的本征方程为

Hϕ(r⃗1, r⃗2) = Eϕ(r⃗1, r⃗2) (11.13)

其中本征函数为

ϕ(r⃗1, r⃗2) = φi(r⃗1)φk(r⃗2) (11.14)

相应的本征值为

E = εi + εk (11.15)

证明：

Hϕ(r⃗1, r⃗2) = [H0(r⃗1) +H0(r⃗2)] · φi(r⃗1)φk(r⃗2)

= H0(r⃗1)φi(r⃗1)φk(r⃗2) +H0(r⃗2)φi(r⃗1)φk(r⃗2)

= εiφi(r⃗1)φk(r⃗2) + φi(r⃗1)εkφk(r⃗2)

= (εi + εk)φi(r⃗1)φk(r⃗2)

= Eϕ(r⃗1, r⃗2) (11.16)

得证。

可分辨的双粒子：

ψ(r⃗1, r⃗2) = ϕa(r⃗1)ϕb(r⃗2)

11.3.3 双全同粒子体系的波函数

现在一般性地构造双全同粒子体系的波函数。全同粒子（顾名思义，完全相同，不可分辨）。

将（11.14）式中两个粒子相互调换，有

ϕ(r⃗2, r⃗1) = φk(r⃗1)φi(r⃗2) (11.17)

根据全同性原理，两个粒子相互调换系统状态不改变。因此，上式与（11.14）式描述的是同一

量子态，它们之间只相差一个常数因子，用 λ表示，有

ϕ(r⃗2, r⃗1) = λϕ(r⃗1, r⃗2) (11.18)

再将上式两边的 r⃗1和 r⃗2调换，有

ϕ(r⃗1, r⃗2) = λϕ(r⃗2, r⃗1) (11.19)

代入（11.18）式，得

ϕ(r⃗1, r⃗2) = λ2ϕ(r⃗1, r⃗2) (11.20)

即

λ = ±1 (11.21)

这意味着，按照全同性原理对体系本征函数 ϕ(r⃗1, r⃗2)中 r⃗1和 r⃗2互换时，得到的状态 ϕ(r⃗2, r⃗1)有

两种情况

ϕ(r⃗2, r⃗1) = ϕ(r⃗1, r⃗2) = φi(r⃗1)φk(r⃗2) (11.22)
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ϕ(r⃗2, r⃗1) = −ϕ(r⃗1, r⃗2) = −φi(r⃗1)φk(r⃗2) (11.23)

第一式表明粒子互换后波函数不变，所以是对称波函数；而第二式表示粒子互换后波函数反号，

所以是反对称波函数。

波函数 ϕ(r⃗1, r⃗2)和 ϕ(r⃗2, r⃗1)均不具有对称性，但由它们可以构造如下波函数

ϕ±(r⃗1, r⃗2) = A[ϕ(r⃗1, r⃗2)± ϕ(r⃗2, r⃗1)]

= A[φi(r⃗1)φk(r⃗2)± φk(r⃗1)φi(r⃗2)] (11.24)

归一化，有 ∫ ∣∣ϕ±(r⃗1, r⃗2)∣∣2d3r1d3r2 = 1 (11.25)

即

A2

∫ [
φ∗
i (r⃗1)φ

∗
k(r⃗2)± φ∗

k(r⃗1)φ
∗
i (r⃗2)

][
φi(r⃗1)φk(r⃗2)± φk(r⃗1)φi(r⃗2)

]
dr⃗1r⃗2

=A2

[∫
|φi(r⃗1)|2d3r1

∫
|φk(r⃗2)|2d3r2 ±

∫
φ∗
i (r⃗1)φk(r⃗1)d

3r1

∫
φ∗
k(r⃗2)φi(r⃗2)d

3r2

±
∫
φ∗
k(r⃗1)φi(r⃗1)d

3r1

∫
φ∗
i (r⃗2)φk(r⃗2)d

3r2 +

∫
φ∗
k(r⃗1)φk(r⃗1)d

3r1

∫
φ∗
i (r⃗2)φi(r⃗2)d

3r2

]
=A2(1 · 1± 0 · 0± 0 · 0 + 1 · 1) = 2A2 (11.26)

于是归一化系数为

A =
1√
2

(11.27)

令

ϕS =
1√
2
[ϕ(r⃗1, r⃗2) + ϕ(r⃗2, r⃗1)] (11.28)

ϕA =
1√
2
[ϕ(r⃗1, r⃗2)− ϕ(r⃗2, r⃗1)] (11.29)

在粒子坐标互换情况下，波函数 ϕS 维持不变，而波函数 ϕA变为 −ϕA。

11.3.4 费米子和玻色子

费米子，奇数个 1
2 自旋，两粒子不能处于同一状态，有：电子等。

ψ−(r⃗1, r⃗2) =
1
√
2
[ϕa(r⃗1)ϕb(r⃗2)− ϕb(r⃗1)ϕa(r⃗2)]

ϕa, ϕb 正交，归一。 1√
2
为归一化系数。这样写是，当 ϕa = ϕb 时，ψ−(r⃗1, r⃗2) = 0。表明如果两

个全同费米子处于同一个状态，则得不到任何波函数，即两个全同费米子不可能占据相同的量

子态。或者说，在同一个量子态中找到两个全同费米子的概率为零。这就是著名的泡利不相容原

理。它并不是一个假设，而是按照全同性原理构造双全同粒子体系波函数的自然结果。需要注意

的是，微观粒子还有一个自由度——自旋。自旋向上和自旋向下的费米子不属于全同粒子，它们

可以处于同一个量子态上。

玻色子，整数个 1
2 自旋，两粒子可以处于同一状态，有：光子等。

ψ+(r⃗1, r⃗2) =
1
√
2
[ϕa(r⃗1)ϕb(r⃗2) + ϕb(r⃗1)ϕa(r⃗2)]
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11.3.5 应用举例

设两个无相互作用的粒子处于半壁无限深势阱，讨论系统的基态与第一激发态。单个粒子

时的波函数为

ϕn(x) =

√
2

a
sin

nπ

a
x En = n2k, k =

π2~2

2ma2
(11.30)

1、两粒子是可分辨的粒子

（1）基态：两粒子都处于基态。系统基态就是将各自基态相乘。

ψ1 = ψ11(x1, x2) = ϕ1(x1)ϕ2(x2) =

√
2

a
sin

π

a
x1

√
2

a
sin

π

a
x2 =

2

a
sin

πx1
a

sin
πx2
a

(11.31)

E1 = E11 = k + k = 2k (11.32)

（2）第一激发态：出现了简并，粒子 A处于基态，B处于第一激发态；或粒子 A处于第一

激发态，B处于基态。

ψ2 = ψ12 = ϕ1(x1)ϕ2(x2) =

√
2

a
sin

πx1
a

√
2

a
sin

2πx2
a

=
2

a
sin

πx1
a

sin
2πx2
a

(11.33)

E2 = E12 = k + 4k = 5k (11.34)

ψ2 = ψ21 = ϕ2(x1)ϕ1(x2) =

√
2

a
sin

2πx1
a

√
2

a
sin

πx2
a

=
2

a
sin

2πx1
a

sin
πx2
a

(11.35)

E2 = E21 = 4k + k = 5k (11.36)

2、两粒子是全同玻色子

（1）基态：与上面的可辨（非全同）粒子相同，两粒子都处于基态。

ψ1 = ψ11 =
2

a
sin

πx1
a

sin
πx2
a

(11.37)

E1 = k + k = 2k (11.38)

（2）第一激发态：与上面的可辨粒子不同，发生变化，即：仍有一个粒子处于基态，另一个

处于第一激发态，但不知道哪个处于基态，哪个处于第一激发态。无简并。

ψ2 = ψ12 =
1√
2
[ϕ1(x1)ϕ2(x2) + ϕ2(x1)ϕ1(x2)]

=
1√
2

[√
2

a
sin

πx1
a

√
2

a
sin

2πx2
a

+

√
2

a
sin

2πx1
a

√
2

a
sin

πx1
a

]

=

√
2

a

[
sin

πx1
a

sin
2πx2
a

+ sin
2πx1
a

sin
πx2
a

]
(11.39)

E2 = k + 4k = 5k (11.40)

3、两粒子是全同费米子

（1）基态：与前两者基态不同，粒子无法处于同一态，它的系统基态就是一个粒子处于基态，

另一个粒子处于第一激发态。系统不存在前面的 2k能量。

ψ1 = ψ12 =
1√
2
[ϕ1(x1)ϕ2(x2)− ϕ2(x1)ϕ1(x2)]
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=

√
2

a

[
sin

πx1
a

sin
2πx2
a
− sin

2πx1
a

sin
πx2
a

]
(11.41)

E1 = k + 4k = 5k (11.42)

（2）第一激发态：考察不同能级，发现分别处于 1、3态能量为 10k即第一激发态；处于 2、

3态能量为 13k为第二激发态；处于 1、4态能量为 17k为第三激发态。

ψ2 = ψ13 =
1√
2
[ϕ1(x1)ϕ3(x2)− ϕ3(x1)ϕ1(x2)]

=

√
2

a

[
sin

πx1
a

sin
3πx2
a
− sin

3πx1
a

sin
πx2
a

]
(11.43)

E1 = k + 9k = 10k (11.44)

11.4 二自旋为 1
2 粒子体系的自旋态（自旋部分）

11.5 二自旋为 1
2 粒子体系的自旋算符

设两个自旋为 1
2 的粒子各自的自旋算符分别为 s⃗1和 s⃗2，令：

S⃗ = s⃗1 + s⃗2

是两个自旋为 1
2 粒子自旋算符之和，表示二自旋为

1
2 粒子自旋体系的自旋算符。因为 s⃗1, s⃗2分别

属于两个自旋为 1
2 粒子，是不同的自由度，分别作用在各自的自旋波函数上，所以 [s⃗1, s⃗2] = 0。

S⃗ 与各分量 Sα(α = x, y, z)间的对易关系：

[Sx, Sy] = [s1x+s2x, s1y+s2y] = [s1x, s1y]+ [s1x, s2y]+ [s2x, s1y]+ [s2x, s2y] = i~s1z+ i~2z = i~Sz

同理有：[Sy, Sz] = i~Sx, [Sz, Sx] = i~Sy，跟单个自旋为 1
2 粒子自旋对易关系一样。

S2与各分量 Sα(α = x, y, z)间的对易关系：

[S2, Sx] = [S2
x + S2

y + S2
z , Sx] = [S2

x, Sx] + Sy[Sy, Sx] + [Sy, Sx]Sy + Sz[Sz, Sx] + [Sz, Sx]Sz

= −i~SySz − i~SzSy + i~SzSy + i~SySz = 0

同理：[S2, Sy] = 0, [S2, Sz] = 0，也和单个自旋为 1
2 粒子自旋对易关系相同。

两个自旋为 1
2 粒子组成的体系，自旋自由度为 2，既可以选 (s1z, s2z)为自旋力学量的完全

集，也可以选 (S2, Sz)为自旋力学量的完全集。

11.5.1 角动量非耦合表象

选 (s1z, s2z)为自旋力学量的完全集。设 s1z 的本征态记为 α1, β1，s1z 的本征态记为 α2, β2，

则 (s1z, s2z)共同本征态有 4个，即：

α1α2 β1β2 α1β2 β1α2

其中 α =

0

1

 , β =

0

1

。以这四个本征态为基失的表象，称为角动量非耦合表象。就是说这
个双粒子系统的粒子自旋虽然都是 1

2，但是之间没有相互作用，是非全同粒子。
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11.5.2 角动量耦合表象

Sz 的本征态及本征值：

Szα1α2 = (s1z + s2z)α1α2 = s1zα1α2 + α1s2zα2 =
~
2
α1α2 +

~
2
α1α2 = ~α1α2

同理：Szβ1β2 = −~β1β2, Szα1α2 = 0, Szα2β1 = 0即：Sz 的对应的本征值分别为：~,−~, 0, 0。
S2的本征态及本征值：

S2 = (s⃗1 + s⃗2)
2 = s21 + s22 + 2s⃗1 · s⃗2 =

3

2
~2 +

~2

2
(σ⃗1 · σ⃗2)

其中：s⃗1 = ~
2 σ⃗1, s

2
1 =

~2
4 σ

2
1 = ~2

4 (σ
2
1x + σ21y + σ21z) =

3~2
4 ，同理，s

2
2 =

3~2
4 。

利用 σxα = β, σxβ = α, σyα = iβ, σyβ = −iα：

S2α1α2 =
3

2
~2α1α2 +

~2

2
(σ1xσ2x + σ1yσ2y + σ1zσ2z)α1α2 =

3

2
~2α1α2 +

~2

2
α1α2 = 2~2α1α2

其中：σ1xσ2xα1α2 = β1β2, σ1yσ1yα1α2 = −β1β2σ1zσ2zα1α2 = α1α2，同理，S2β1β2 = 2~2β1β2，

即：α1α2, β1β2是 S2的本征态。

S2α1β2 =
3

2
~2α1β2 +

~2

2
(σ1xσ2x + σ1yσ2y + σ1zσ2z)α1β2 = ~2α1β2 + ~2β1α2

其中：σ1xσ2xα1β2 = β1β2, σ1yσ2yα1β2 = iβ1(−i)β2 = β1β2, σ1zσ2zα1β2 = −α1β2，同理，

S2β1α2 = ~2α1β2 + ~2β1α2。α1β2, β1α2不是 S2的本征态，但可以用这个两个来构成。

令 χ = C1α1β2 + C2β1α2，代人本征方程：

S2χ = λ~2χ

本征值就是一实数值。这里写成 λ~2 无非是方便计算，而且观察 χ的构成，可以预见到本征值

中有 ~2。

由以上讨论等式左边，有：

S2χ = (C1 + C2)~2α1β2 + (C1 + C2)~2β1α2

等式右边：

λ~2χ = λχ2α1β2 + λ~2β1α2

左右两边相等： C1 + C2 = λC1

C1 + C2 = λC2

=⇒

(1− λ)C1 + C2 = 0

C1 + (1− λ)C2 = 0

这是一个线性方程组，利用线性代数的知识，此方程有非平庸解的充要条件为：∣∣∣∣∣∣1− λ 1

1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 (1− λ)2 − 1 = 0 1 + λ = ±1 λ = 0, 2

将 λ = 0代人原方程组，有：C1 = −C2；将 λ = 2代人原方程组，有：C1 = C2。于是这两个 S2

的本征态和本征值分别为：
1√
2
[α1β2 − β1α2], 0;

1√
2
[α1β2 + β1α2], 2~2

将 S2 的本征值表示为：s(s + 1)~2，则其本征值 2~2, 0 对应于 s = 1, 0，这样写可以突出

S2, Sz之间的关系。把 (S2, Sz)的共同本征函数记为 χsMs，则：s = 1,Ms = 0,±1; s = 0,Ms = 0。

这种造型是不是很像角量子数和磁量子数？

xuanleng.me@gmail.com 305 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me 第十一章 全同粒子与固体理论

s = 1, (Ms = 0,±)的态称为“自旋三重态 (triplet)”，它们对于两个电子（自旋为 1
2 的全同

粒子）交换是对称的。s = 0, (Ms = 0)的态称为“自旋单态 (singlet)”，它们对于两个电子交换

是反对称的。(S2, Sz)共同本征函数及本征值见下表：
(S2, Sz)共同本征函数 χsMs S Ms S2 Sz

χ11 α1α2 1 1 2~2 ~2

χ10
1√
2
[α1β2 + β1α2] 1 0 2~2 0

χ1,−1 β1β2 1 -1 2~2 − ~2

χ00
1√
2
[α1β2 − β1α2] 0 0 0 0

11.6 固体的量子理论

在前面章节中，利用全同性原理求出了双全同粒子体系的波函数：玻色子体系的波函数是

对称的；费米子体系的波函数是反对称的。并且推导出了泡利不相容原理——费米子体系的任

意一个量子态上最多只能存在两个自旋相反的粒子。在这些知识的基础上可以得出许多电子在

固体中量子特性。

固体中少数价电子因为受到的束缚力较弱，将会变得更加自由，可以在晶格中晃来晃去地

自由运动。对它产生作用的不再是单个“母”原子的库仑力，而是整个晶格形成的势场。有两种

重要的模型来描述电子在晶体中的运动。

第一种是索末菲的自由电子气模型。该模型忽略了电子之间的排斥力，把电子看作一个盒

子里的自由电子，整个模型可以视为三维情况下的无限深方势阱（具有限制性边界条件）。

第二种是克勒尼希-彭尼模型。它引入了一种周期势场来描述规则排列的原子核对电子的吸

引作用。这个模型虽然同样忽略了电子之间的排斥作用，但它的解引出电子的能带结构。

这两种模型是关于固体量子理论的基本模型。它们不但展示了泡利不相容原理在固体理论中的

重要地位，而且为理解绝缘体、导体、半导体的导电性质提供了极具启发性的思路。

11.6.1 金属自由电子气模型

参见6.1.4节

11.6.2 克勒尼希-彭尼模型——一维方形周期性势场

能带形成的机制 固体中规则排列的、带正电而基本固定不动的原子核将对电子产生怎样的作

用？为此考查一个基态氢原子的径向概率密度分布。如果这个氢原子附件还存在另一个氢原子，

则两个原子将相互影响，两个电子的波函数会发生交叠。交叠电子云作为一种微扰将作用于两

个电子，使每个电子发生能级漂移。由于两个电子所感受到的微扰来自不同的方向，因此两个电

子能级漂移的方向不同（一上一下），结果造成原子的固有能级变成两个分立的能级。如果N 个

原子相互靠近，由于各个电子受到的微扰不同，其能级漂移的方向和大小也不相同，这样整个体

系的能量便形成由 N 个能级构成的能带。可见，能带形成是体系的原子密度较大，原子的波函

数出现交叠而使固体有能级发生漂移的结果。

1931年，克勒尼希（Kronig）和彭尼（Penney）求解了周期势场中电子的薛定鄂方程，结果

显示，电子的本征能量具有带状结构，即所谓“能带”。能带理论在阐明固体的导电机制，绝缘
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体、导体、半导体的本质区别，合金的特殊性质，以及金属的结合能等方面取得了重大成果。能

带理论是现代固体电子技术的理论基础，对于半导体物理学、微电子学及光电子学的发展起到

了不可估量的作用。

现在分析晶体中周期势场形成的机制。氢原子的库仑势曲线显示了一个氢原子在空间两个

相反方向形成的库仑势场。在一维晶体列阵中存在许多原子，它们形成的势场将发生交叠。（参

见顾樵《量子力学 II》图 15.3.4-15.3.8）

11.6.3 能带理论

按照克勒尼希-彭尼模型，一维晶体中的周期势场表示为

V (x) =

V0 (势垒)

0 (势阱)
(11.45)

其中 V0为常数。电子在该势场中的薛定鄂方程为

− ~2

2m

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ = Eψ (11.46)

其中m是电子的质量；ψ(x)是电子的本征函数；E 是相应的本征值。

一般认为，为了得到周期势场中薛定鄂方程的解，需要利用布洛赫定理（Bloch’s theorem）。

该定理指出，电子在周期势场中的波函数必须写为

ψ(x) = µ(x)eikx (11.47)

其中参数 k是一个运动常量（？）。这里采用新的方法求解，无需布洛赫定理。

11.6.3.1 高能情形

高能情形：E > V0。考查周期势场中的任意 x点和相邻周期中的 (x+ c)点，这两点的势能

相等（均为 V0或均为零），因此电子在这两点出现的概率相等

|ψ(x)|2 = |ψ(x+ c)|2 (11.48)

于是波函数 ψ(x)和 ψ(x+ c)仅相差一个位相因子，即

ψ(x) = eiδψ(x+ c) (11.49)

再考查周期势场中的一个基本单元（缺图），其中三个区域的波函数分别为 ψ1(x)、ψ2(x)和

ψ3(x)，有
d2ψ1

dx2
+ α2ψ1 = 0 (−b < x < 0) (11.50)

d2ψ2

dx2
+ β2ψ2 = 0 (0 < x < a) (11.51)

ψ3(x) = eiδψ1(x+ c) (a < x < c) (11.52)

其中

α2 =
2m(E − V0)

~2
(11.53)

β2 =
2mE

~2
(11.54)
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本征方程的通解为

ψ1(x) = A exp(iαx) +B exp(−iαx) (11.55)

ψ2(x) = C exp(iβx) +D exp(−iβx) (11.56)

其中 A、B、C 和 D是任意常数。结合（11.52）和（11.55）式，可以写出 ψ3(x)的表达式

ψ3(x) = eiϵ {A exp[iα(x+ c)] +B exp[−iα(x+ c)]} (11.57)

同样 ψ3(x)和 ψ1(x− c)也是相差一个位相因子，即

ψ3(x) = eiδ {A exp[iα(x− c)] +B exp[−iα(x− c)]} (11.58)

以上两式是等价的，但是这里采用后者，因为在随后的计算中较为简单。

先考查下参数 β 的物理意义。有

β =

√
2mE

~2
=

√
2m

~2
p2

2m
=
p

~
=

1

~
h

λ
=

2π

λ
(11.59)

其中

E =
p2

2m
p =

λ

h
(11.60)

分别是自由粒子的能量和动量。可见 β 是自由电子波4的波数。

现在利用波函数的边界条件

ψ1(0) = ψ2(0), ψ2(a) = ψ3(a) (11.61)
dψ1

dx

∣∣∣
x=0

=
dψ2

dx

∣∣∣
x=0

,
dψ2

dx

∣∣∣
x=a

=
dψ3

dx

∣∣∣
x=a

(11.62)

来确定常数 A、B、C 和 D。将通解（11.55）、(11.56)和（11.58）式代入以上两式，并整理得

A+B − C −D = 0 (11.63)

Aα−Bα− Cβ +Dβ = 0 (11.64)

Aei(δ−ab) +Bei(δ+ab) − Ceiβα −De−βα = 0 (11.65)

Aαei(δ−ab) −Bαei(δ+ab) − Cβeiβα +Dβe−iβα = 0 (11.66)

这是一个关于 A、B、C、D的线性齐次方程组，它有非零解的必要充分条件是系数行列式为零∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 −1 −1
α −α −β β

ei(δ−ab) ei(δ+ab) −eiβα −e−iβα

αei(δ−ab) −αei(δ+ab) −βeiβα βe−iβα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (11.67)

展开并整理后得

4αβ(1 + e2iδ)− eiδ[8αβ cos(αb) cos(βa)− 4(α2 + β2) sin(αb) sin(βa)] = 0 (11.68)

两边同除以 4αβ，得

eiδ
[
(e−iδ + eiδ)− 2 cos(αb) cos(βa) +

α2 + β2

αβ
sin(αb) sin(βa)

]
= 0 (11.69)

即

cos δ = cos(αb) cos(βa)− α2 + β2

2αβ
sin(αb) sin(βa) (11.70)

4即 V0 = 0情况下周期势场中的电子波
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这是 E > V0 情况下周期势场中电子能量 E（变量）所满足的超越方程。现在振幅因子
α2 + β2

2αβ
包含能量 E，需要被化简。

假设势垒宽度 b很小，以致

cos(αb) ≈ 1, sin(αb) ≈ αb (11.71)

于是（11.70）式可以简化为

cos δ = cos(βa)− α2 + β2

2αβ
αb sin(βa)

= cos(βa)− α2 + β2

2
ab · sin(βa)

βa

= cos(βa)− abm(2E − V0)
~2

· sin(βa)
βa

(11.72)

进一步假设 E 接近 V0，以致

2E − V0 ≈ V0 (11.73)

于是（11.70）式可以进一步简化为

cos δ = cos(βa)− γ sinβa
βa

(11.74)

其中

γ =
abmV0
~2

(11.75)

是无量纲参量。这是一个超越方程，可以通过图解法考查方程的取值范围。

将 βa视为变量，画出（11.74）式右边的函数

f(βa) ≡ cos(βa)− γ sin(βa)
βa

(11.76)

随 βa变化的曲线，如图所示（暂缺！）。

。。。。。。

需要注意的是，f(βa)对于 βa的某些取值超出了 [−1, 1]的范围。这与方程（11.74）式左边取值

cos δ矛盾，即此时方程 cos δ = f(βa)不可解。为了方程可解，必须有

−1 ⩽ f(βa) ⩽ 1 (11.77)

这意味着，只有函数 f(βa)在 [−1, 1]区间内所对应的 βa取值，才是能量的允许值，它们形成了

一段段分立的能带。在能带之间的间隙，能量不能取值。

11.6.3.2 低能情形

本征方程（11.50-11.52）式的基本形式保持不变，但（11.55）式中的 α变成了虚数

α =

√
2m(E − V0)

~2
= i

√
2m(V0 − E)

~2
= iρ (11.78)

其中 ρ是实数。这样不必再次求解薛定鄂方程，只需将超越方程中的 α换成 iρ便得到

cos δ = cos(iρb) cos(βa) +
ρ2 − β2

2iρβ
sin(iρb) sin(βa) (11.79)

利用关系式

cos(iρb) = cosh(ρb), sin(iρb) = i sinh(ρb) (11.80)
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于是，有

cos δ = cosh(ρb) cos(βa) +
ρ2 − β2

2βρ
sinh(ρb) sin(βa) (11.81)

同高能情形一样，对上式进行简化。假设势垒宽度 b很小，以致

cosh(ρb) ≈ 1, sinh(ρb) ≈ ρb (11.82)

则（11.81）式可以简化为

cos δ = cos(βa) +
ρ2 − β2

2βρ
ρb sin(βa)

= cos(βa) +
ρ2 − β2

2
ab · sin(βa)

βa

= cos(βa) +
abm(V0 − 2E)

~2
· sin(βa)

βa
(11.83)

进一步假设 V0 ≫ E，以致 V0 − 2E ≈ V0，于是，有

cos δ = cos(βa) + γ
sin(βa)

βa
(11.84)

其中 γ 仍由（11.75）式表示。

同高能情形一样，将 βa视为变量，画出 (11.84)式右边的函数

g(βa) ≡ cos(βa) + γ
sin(βa)

βa
(11.85)

随 βa变化的曲线，如图所示（暂缺！）。

。。。。。。

可以看到，对于 E < V0的情形，周期势场中电子的能量同样出现能带结构。

上述讨论表明：

在周期势场中，电子的本征能量既不是连续的，也不是一条条分立的，而是随 βa 的变化

形成了一段段宽度不等的能带，电子的能量只能在能带内取值（称为允带），不能在能带的

间隙取值（称为禁带）。

对于相同的 γ值，在 E > V0的情况下，各个能带的前端点位于 π，2π，3π，· · · 而 E < V0

情况下，各个能带的后端点位于 π，2π，3π，· · · 即，二者的第 n个能带在 nπ处相连接。

11.6.3.3 位相 δ的物理意义

由（11.74）和（11.84）式，有

cos δ = cos(βa)± γ sin(βa)
βa

E < V0

E > V0

 (11.86)

对于自由电子情况，V0 = 0→ γ = 0，于是上式变为 cos δ = cos(βa)，则

δ = βa (11.87)

其中 β 是自由电子波的波数。这样，对于 V0 ̸= 0的周期势场，这一位相应写为

δ = ka (11.88)

其中 k是周期势场中电子波的波数。于是（11.86）式可以写为

cos(ka) = cos(βa)± γ sin(βa)
βa

E < V0

E > V0

 (11.89)

xuanleng.me@gmail.com 310 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me

由上式，我们可以在能带图上标出相应于 cos(ka) = ±1的 ka值，如图所示（暂缺！）。可以

看出，

相应于 0 < ka < π的区间是能量允带；能量在 ka = π的间隙不能取值（禁带）。

接下来，π < ka < 2π区间又对应允带；而 ka = 2π间隙又对应禁带。

以此类推，允带和禁带交替出现。

由（11.54）式可知，电子的能量E与参数 β有关，而上式显示 β与周期势场中电子波的波数

k有关。这样，我们可以作出 E随 k变化的曲线，即 E − k图，通常被称为色素曲线（dispersion

curve），如图所示。（暂缺！）图中直观地显示了允带和禁带。可以看出，随着能量的增加，允带

的宽度也明细增加。

上图所示的E−k图还可以进一步被简化。注意到（11.89）式左边的余弦函数 cos(ka)是以 2π

为周期的，因此将变量 ka换成 ka± 2nπ(n = 1, 2, 3, · · · )后，其值不变 cos(ka) = cos(ka± 2nπ)。

这样可以将图中小于−π的部分和大于 π的部分以 2π为周期平移到−π < ka < π区域内，这样

得到如图（暂缺！）所示的 E − k图。该图形是一个简约的色散曲线，通常被称为简约布里渊区。

11.6.4 绝缘体、导体、半导体

在前面的能带理论章节讨论中，周期势场中只有一个电子。对于一个实际的 1mol固体材料，

所包含的电子数为 Nq（其中 N 是原子数，即阿伏加德罗常量；q是每个原子具有的“自由”电

子数。）如果 q = 1，由于 N 个原子相互作用形成的能带包含 N 个能级，根据泡利不相容原理，

两个自旋相反的电子可以占据一个能级，于是 N 个电子填充一个能带的一半。如果 q = 2，则

2N 个电子完全填充一个能带，这个能带相应于基态。如果 q = 3，其余的电子还将填充第二个

能带（相应于第一激发态）的一半。以此类推，体系中的所有电子将按照泡利不相容原理逐步向

高能带填充。

绝缘体：当一个能带被完全填充时，如果要激发其中的一个电子就需要一个较大的能量，

因为电子要跳过一个禁带，才能跃迁到第二个能带。电子在这种材料中很难形成漂移电流，

这样的材料就是绝缘体。

导体：当一个能带是部分填充时，对电子的激发，它将跃迁到该能带的较高能级，因此只

需要较小的能量。电子在这种材料中容易形成漂移电流，这种材料就是典型的导体。

半导体：如果对绝缘体进行掺杂（加入少量具有一定 q 值的“杂质”原子），这将把一些

“额外”的电子推到下一个较高的能带，使这个能带底部出现少量的电子。如果此时外加一

个电场，这些电子就会得到能量跃迁到较高的能态。当电子在固体中运动时，便形成微弱

的漂移电流，这种材料就是半导体。可见半导体是导电性介于绝缘体和导体之间的一种材

料。

空穴：半导体是处于电中性的，这意味着一旦一个带负电的电子离开它所在的能带，跃入

能量较高的能带，就会在原来的能带中产生一个空量子态，称为空穴。

空穴是带正电的。

电子与空穴成对地产生。

当半导体的温度升高时，就有越来越多的电子获得足够的热能而跃入高能带，在低能

带中产生等量的空穴。

价带、导带、带隙、载流子：在半导体物理学中，电子原来所在的能带称为“价带”；而电
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子所跃如的能带称为“导带”；它们之间的能量间隙称为“带隙”，通常用 Eg 表示；电子

与空穴统称为“载流子”。
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第十二章 两能级系统

12.1 无耦合的两能级系统

12.1.1 密度矩阵随时间的演化：无微扰情况

密度矩阵随时间演化的方程是刘维尔方程
d

dt
ρ = − i

~
[H, ρ] (12.1)

对于两能级系统

H =

ε1 0

0 ε2

 (12.2)

密度矩阵随时间演化的具体表达式是

d

dt

ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

 = − i
~

ε1 0

0 ε

ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

−
ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

ε1 0

0 ε


= − i

~

 0 (ε1 − ε2)ρ12
(ε2 − ε1)ρ21 0

 (12.3)

即 

d
dtρ11 = 0 =⇒ ρ11(t) = ρ11(0)

d
dtρ22 = 0 =⇒ ρ22(t) = ρ22(0)

d
dtρ12 = −

i
~(ε1 − ε2)ρ12 =⇒ ρ12(t) = e−i

ε1−ε2
ℏ tρ12(0)

d
dtρ21 = −

i
~(ε2 − ε1)ρ21 =⇒ ρ21(t) = e+i

ε1−ε2
ℏ tρ21(0)

(12.4)

可见对角元不随时间改变，一直维持初态；非对角元以频率 ε1−ε2
~ 超快的振荡。

12.1.2 退相位现象

最简单的退相位（dephasing）现象就是在前面的非微扰情况下的两能级系统非对角元演化

上加个阻尼，即 
d
dtρ12 = −

i
~(ε1 − ε2)ρ12 − Γρ12

d
dtρ21 = −

i
~(ε2 − ε1)ρ21 − Γρ21

(12.5)

解得 ρ12(t) = e−i
ε1−ε2

ℏ te−Γtρ12(0)

ρ21(t) = e+i
ε1−ε2

ℏ te−Γtρ21(0)
(12.6)

显然随着时间的演化，非对角元会逐渐变为 0。这是无法用薛定鄂方程描述的。
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12.1.3 退相干和退相位

考虑一个两能级的系统 S，它的波函数为

|ψ⟩ = c′0|0⟩+ c′1|1⟩ (12.7)

其中 |0⟩和 |1⟩是基矢。S和热库 R相互作用，R可以被一组正交基 {|rn⟩}展开。S和 R构成的

总系统的初态是可分离的态，可以表示为两部分初态的直乘

|Ψ⟩ = |ψ⟩ ⊗ |R⟩ (12.8)

其中 |R⟩ =
∑

n an|rn⟩是热库的初态。相互作用后，总的系统就不是可分离的，可以表示为

|Ψ′⟩ = c0|0⟩|R0⟩+ c1|1⟩|R1⟩ (12.9)

其中 |R0⟩ =
∑

j a
0
j |rj⟩和 |R1⟩ =

∑
j a

1
j |rj⟩是相互作用后的热库的态。

总的系统的密度矩阵为

ρSR = |Ψ′⟩⟨Ψ′|

= |c0|2|0⟩⟨0|R0⟩⟨R0|+ |c1|2|1⟩⟨1|R1⟩⟨R1|+ c0c
∗
1|0⟩⟨1|R0⟩⟨R1|+ c1c

∗
0|1⟩⟨0|R1⟩⟨R0|

= |c0|2|0⟩⟨0|
∑
n,j

a0n
(
a0j
)∗ |rn⟩⟨rj |+ |c1|2|1⟩⟨1|∑

n,j

a1n
(
a1j
)∗ |rn⟩⟨rj |

+ c0c
∗
1|0⟩⟨1|

∑
n,j

a0n
(
a1j
)∗ |rn⟩⟨rj |+ c∗0c1|1⟩⟨0|

∑
n,j

a1n
(
a0j
)∗ |rn⟩⟨rj | (12.10)

对热库取迹，得到约化密度矩阵为

ρS =
∑
k

⟨rk|ρSR|rk⟩

= |c0|2|0⟩⟨0|
∑
k

|a0k|2 + |c1|2|1⟩⟨1|
∑
k

|a1k|2 + c0c
∗
1|0⟩⟨1|

∑
k

a0k
(
a1k
)∗

+ c∗0c1|1⟩⟨0|
∑
k

a1k
(
a0k
)∗

= |c0|2|0⟩⟨0|+ |c1|2|1⟩⟨1|+ c0c
∗
1|0⟩⟨1|

∑
k

a0k
(
a1k
)∗

+ c∗0c1|1⟩⟨0|
∑
k

a1k
(
a0k
)∗ (12.11)

又由

⟨R1|R0⟩ =
∑
n,j

a0n
(
a1j
)∗ ⟨rj |rn⟩ =∑

n

a0n
(
a1n
)∗ (12.12)

⟨R0|R1⟩ =
∑
n,j

a1n
(
a0j
)∗ ⟨rj |rn⟩ =∑

n

a1n
(
a0n
)∗ (12.13)

约化密度矩阵的矩阵形式可以写为

ρS =

 |c0|2 c0c
∗
1⟨R1|R0⟩

c∗0c1⟨R0|R1⟩ |c1|2

 (12.14)

We see from Eq. (14.5) that the diagonal elements are not affected by this transformation, whereas

the off-diagonal elements are reduced by the factor | R 1 | R 0 | < 1. The more the two states | R 1 and | R

0 become orthogonal, the smaller the off-diagonal elements will be. This is therefore a simple example

of how decoherence may occur in an open quantum system.

Another“phenomenological”way to show the effects of the reservoir’s random fluctu- ations is

provided by the so-called dephasing. In this case we assume that the state of the system S after interaction

with R may be written as

xuanleng.me@gmail.com 314 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me

12.1.4 纯态与混态的区别

设一个两能级系统的基矢为

|1⟩ =

1

0

 , |2⟩ =

0

1

 (12.15)

（1）有一纯态

|ψ⟩ = 1√
2
(|1⟩+ |2⟩)

这是一个相干叠加态，其密度矩阵为

计算形式（a）

|ψ⟩ = 1√
2

1

0

+
1√
2

0

1

 =

 1√
2
1√
2

 ρ = |ψ⟩⟨ψ| =

 1√
2
1√
2

⊗ ( 1√
2

1√
2

)
=

1
2

1
2

1
2

1
2


计算形式（b）

ρ = |ψ⟩⟨ψ| = 1√
2
(|1⟩+ |2⟩) 1√

2
(⟨1|+ ⟨2|) = 1

2
(|1⟩⟨1|+ |1⟩⟨2|+ |2⟩⟨1|+ |2⟩⟨2|)

=
1

2

1

0

⊗ (1 0
)
+

1

0

⊗ (0 1
)
+

0

1

⊗ (1 0
)0

1

⊗ (0 1
)

=
1

2

1 0

0 0

+

0 1

0 0

+

0 0

1 0

+

0 0

0 1


=

1

2

1 1

1 1

 =

1
2

1
2

1
2

1
2


（2）有一混态 |1⟩ : p1 =

1
2

|2⟩ : p2 = 1
2

按密度矩阵的定义 ρ =
∑

i pi|1⟩⟨1|，有

ρ =
1

2
|1⟩⟨1|+ 1

2
|2⟩⟨2| = 1

2

1

0

⊗ (1 0
)
+

1

2

0

1

⊗ (1 0
)
=

1

2

1 0

0 0

+
1

2

0 0

1 0

 =

1
2 0

0 1
2


不考虑是相干叠加态还是统计平均，这两个态对角密度矩阵元是一样的，系统处于两个态

的概率都是一样的。但是，从非对角元来看，这两个态是不同的。非对角元反应的是相干性。

12.2 不含时耦合的两能级系统

参考：

James P. Lavine, Time-dependent quantum mechanics of two-level systems

Introductory Applied Quantum and Statistical Mechanics

Mukumel book, page 20

Santeri Kaupinmäki, Reaction coordinate approach to non-Markovian dynamics in the spin-boson

model, 2018-08-07
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任意不含时耦合的两能级系统的哈密顿量可表示如下

H =

ε̄−∆ V

V ε̄+∆

 (12.16)

将 ε̄移出哈密顿量。

12.2.1 本征值与本征矢的精确求解

12.2.1.1 解一

首先求解本征值，其特征方程为

Det (H − λ · 1) = Det

−∆− λ V

V ∆− λ

 = λ2 −
(
∆2 + V 2

)
= 0 (12.17)

于是本征值为

λ± = ±
√
∆2 + V 2 (12.18)

设本征矢为

|ψ±⟩ =

c1±
c2±

 (12.19)

根据本征矢正交归一的条件，

⟨ψ+|ψ−⟩ = 0 (12.20)

⟨ψ±|ψ±⟩ = 1 (12.21)

有

c1+c1− + c2+c2− = 0 (12.22)

(c1±)
2 + (c2±)

2 = 1 (12.23)

首先考虑正的本征值情形，将相应的本征矢代入本征方程，得

Ĥ|ψ+⟩ = λ+|ψ+⟩ (12.24)−∆ V

V ∆

c1+
c2+

 =
√

∆2 + V 2

c1+
c2+

 (12.25)

−∆c1+ + V c2+

V c1− +∆c2+

 =

√∆2 + V 2c1+
√
∆2 + V 2c2+

 (12.26)

求解第一个方程，得

c1+ =
V

∆+
√
∆2 + V 2

c2+ (12.27)

根据归一化条件，代入（12.23）式，有

c22+ =
(∆+

√
∆2 + V 2)2

V 2 + (∆+
√
∆2 + V 2)2

(12.28)
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于是

c1+ =
V√

V 2 + (∆+
√
∆2 + V 2)2

(12.29)

c2+ =
∆+

√
∆2 + V 2√

V 2 + (∆+
√
∆2 + V 2)2

(12.30)

观察 c1+和 c2+式，两式具备正弦和余弦函数的特点。特别的，当 V → 0时，c1+ → 0、c2+ → 1，

令

c1+ = sin θ (12.31)

c2+ = cos θ (12.32)

于是，有

sin 2θ = 2 sin θ cos θ =
2V (∆ +

√
∆2 + V 2)

V 2 + (∆+
√
∆2 + V 2)2

(12.33)

cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ =
2∆(∆ +

√
∆2 + V 2)

V 2 + (∆+
√
∆2 + V 2)2

(12.34)

可得，

tan 2θ =
V

∆
(12.35)

同理，考虑负的本征值情形，有

(−∆+
√
∆2 + V 2)c1− + V c2− = 0 (12.36)

V c1− + (∆+
√
∆2 + V 2)c2− = 0 (12.37)

第二个方程表示为

c1− = −∆+
√
∆2 + V 2

V
c2− (12.38)

考虑归一化条件，有

c22− =
V 2

V 2 + (∆+
√
∆2 + V 2)2

(12.39)

当 c2−取负的平方根时，满足本征矢的正交条件，于是，有

c1− = cos θ (12.40)

c2− = − sin θ (12.41)

12.2.1.2 解二

Ĥ|ψ−⟩ = λ−|ψ−⟩ (12.42)−∆ V

V ∆

c1−
c2−

 = −
√

∆2 + V 2

c1−
c2−

 (12.43)

−∆c1− + V c2−

V c1− +∆c2−

 =

−√∆2 + V 2c1−

−
√
∆2 + V 2c2−

 (12.44)
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求解方程组的第二个方程，得

= −
√
∆2 + V 2 −∆

V
a (12.45)

根据波函数归一化条件 ⟨ψ−|ψ−⟩ = 1，有

a2 + b2 = 1 (12.46)

a2 +

(
−
√
∆2 + V 2 −∆

V

)2

a2 = 1 (12.47)

得

a =
V√

V 2 + (
√
∆2 + V 2 −∆)2

(12.48)

b =

√
∆2 + V 2 −∆√

V 2 + (
√
∆2 + V 2 −∆)2

(12.49)

为了简便，令

cos 2θ =
∆√

∆2 + V 2
(12.50)

sin 2θ =
V√

∆2 + V 2
(12.51)

根据波函数归一化条件 ⟨ψ+|ψ+⟩ = 1，有

a2 + b2 = 1 (12.52)

即

a2 +

(√
∆2 + V 2 −∆

V

)2

a2 = a2 +

(
1− cos 2θ

sin 2θ

)2

a2

=a2
sin2 2θ + 1 + cos2 2θ − 2 cos 2θ

sin2 2θ
= a2

2− 2 cos 2θ

sin2 2θ
= 2a2

1− cos 2θ

(1− cos 2θ)(1 + cos 2θ)

=2a2
1

1 + cos 2θ
= 1 (12.53)

于是

a2 =
1

2
(1 + cos 2θ) = cos2 θ (12.54)

引入相位因子，a可以表示为

a = eiϕ1 cos θ (12.55)

b则可以表示为

b2 = 1− a2 = sin2 θ (12.56)

于是，有

b = eiϕ2 sin θ (12.57)

根据（12.45）式，相位因子必需相同，表示为 ϕ，于是本征矢表示为

|ψ−⟩ =

a
b

 = eiϕ

cos θ

sin θ

 (12.58)
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忽略相位因子，在原表象表示为

|ψ−⟩ = cos θ|ϕ1⟩+ sin θ|ϕ2⟩ (12.59)

同理，有

|ψ+⟩ =

− sin θ

cos θ

 = − sin θ|ϕ1⟩+ cos θ|ϕ2⟩ (12.60)

12.2.1.3 解三

定义

tan 2θ =
2|J |

ε1 − ε2
, J = |J | · eiφ (12.61)

来求得哈密顿量的本征值和本征矢，有

K =

 1 tan 2θ · eiϕ

tan 2θ · e−iϕ −1

 (12.62)

其特征方程为

Det[K − λ · 1] = λ2 − 1− tan2 2θ = 0 (12.63)

解为

λ± = ±
√
1 + tan2 2θ = ± 1

cos 2θ
(12.64)

于是系统哈密顿量的本征值为

E± =
ε1 + ε2

2
± 1

2

√
(ε1 − ε2)2 + 4|J |2 (12.65)

本征能量差为

∆ = E+ − E− =
√

(ε1 − ε2)2 + 4|J |2 (12.66)

本征能量差与能量关系图（缺图）

本征函数为

|ψ+⟩ = cos θ · e
iϕ
2 |1⟩+ sin θ · e−

iϕ
2 · |2⟩ (12.67)

|ψ−⟩ = − sin θ · e
iϕ
2 |1⟩+ cos θ · e−

iϕ
2 · |2⟩ (12.68)

在本征基矢下，时间演化算符为

U(t) = e−
i
ℏH·t =

e− i
ℏE+t 0

0 e−
i
ℏE−t

 (12.69)

对于原基矢表象，则需要找到相应的对角化矩阵，即

W =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 (12.70)

W †HW =

E+ 0

0 E−

 (12.71)
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H =W ·

E+ 0

0 E−

 ·W † (12.72)

U(t) =W ·

e− i
ℏE+t 0

0 e−
i
ℏE−t

 ·W † (12.73)

12.2.2 本征表象的变换矩阵

可以利用 ci±建立起 |ψ|pm⟩和 |ϕi⟩的表象变换矩阵

M =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 (12.74)

它的逆矩阵为

M−1 =

cos θ sin θ

sinθ cos θ

 (12.75)

即

MM−1 =

1 0

0 1

 (12.76)

12.2.3 波函数随时间演化

定义本征能量差为

~Ω = 2
√
∆2 + V 2 (12.77)

在原表象波函数随时间演化为

ψ(t)

=c−|ψ−⟩e−iE−t/~ + c+|ψ+⟩eiE+t/~

=
(
c− cos θe−iE−t/~ − c+ sin θe−iE+t/~

)
|ϕ1⟩+

(
c− sin θe−iE−t/~ + c2 cos θe

−iE+t/~
)
|ϕ2⟩ (12.78)

其中

c− = ⟨ψ−|ψ(0)⟩ c+ = ⟨ψ+|ψ(0)⟩ (12.79)

设系统初态为 |ϕ1⟩，有

c− =
(
cos θ⟨ϕ1|+ sin θ⟨ϕ2|

)
|ϕ1⟩ = cos θ (12.80)

c+ =
(
− sin θ⟨ϕ1|+ cos θ⟨ϕ2|

)
|ϕ1⟩ = − sin θ (12.81)
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第十三章 定态微扰论

近似法的精神：

1、从已知的较简单问题的准确解出发，近似地求较复杂一些的问题的解；

2、了解这些求解方法的近似程度，估算出近似解和准确解之间的最大偏离。

微扰论的基本思想：

由于微扰算符H ′的存在，体系的本征方程H|ψ⟩ = E|ψ⟩一般情况下是不能精确求解的。而
微扰论是一套系统的理论，它的基本思想是利用H0的精确的本征值和本征函数来近似求出经过

微扰 H ′后，H 的本征值和本征函数。

本章节主要参考：苏汝铿《量子力学》、顾樵《量子力学》

13.1 变分法求基态能量

1 设体系哈密顿量 Ĥ 的本征值由小到大依次排列为 E0、E1、E2、. . .，相应的本征函数为

ϕ0、ϕ1、ϕ2、. . .，能量本征方程

Hϕn = Enϕn (13.1)

的本征函数系 {ϕn}是正交归一完备系。任一归一化波函数 ψ都可按 {ϕn}展开

ψ =
∑
n

Cnϕn (13.2)

H 在 ψ态中的平均能量是

⟨H⟩ = ⟨ψ|H|ψ⟩ =
∑
mn

C∗
mCn

∫
ϕ∗mHϕndτ =

∑
mn

C∗
mCnEnδmn =

∑
m

|Cm|2Em (13.3)

E0是体系的基态能量，Em > E0 (m = 1, 2, . . .)，用 E0代替上式中 Em，有

⟨H⟩ ⩾ E0

∑
m

|Cm|2 = E0 (13.4)

式中等号只有当 ψ 是体系基态波函数 ϕ0 时才成立。这说明，利用任意波函数 ψ 算得的 H 的平

均值可给出基态能量的上限。

如若选择一系列波函数，分别用它们去计算 H 的平均值，则对应于最小值的波函数最接近

真正的基态波函数 ψ0。相应地，最小值也最接近真正的基态能量 E0。利用这些性质，可以提出

一种变分法来近似地求出基态能量。选择一个含变分参量 λ的尝试波函数 ψ(λ)（预先归一化一

下），用它计算H 的平均值，即

⟨H(λ)⟩ = ⟨ψ(λ)|H|ψ(λ)⟩ =
∫
ψ∗(λ)Hψ(λ)dτ (13.5)

如若 ψ(λ)未归一化，则为

⟨H(λ)⟩ =
∫
ψ(λ)Ĥψ(λ)dτ∫
ψ∗(λ)ψ(λ)dτ

(13.6)

然后将 ⟨H(λ)⟩对 λ变分取极小值
δ⟨H(λ)⟩
δλ

∣∣∣
λ=λ0

= 0 (13.7)

1参考：苏汝铿，量子力学（第二版），P188
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将上式求得的 λ0代回 ⟨H(λ)⟩表达式，得出 ⟨H(λ0)⟩就是 E0的近似值。

变分法求基态能量步骤总结如下：

(1) 选择一个含变分参量 λ的尝试波函数 ψ(λ)；

(2) 归一化 ψ(λ)，即求出：
∫
ψ∗(λ)ψ(λ)dτ （dτ 表示全空间积分）；

(3) 计算 H 的平均值

⟨H(λ)⟩ = ⟨ψ(λ)|H|ψ(λ)⟩ =
∫
ψ(λ)Ĥψ(λ)dτ∫
ψ∗(λ)ψ(λ)dτ

(13.8)

(4) 将 ⟨H(λ)⟩对 λ变分取极小值（就是对 λ求偏导取等于零）
δ⟨H(λ)⟩
δλ

∣∣∣
λ=λ0

= 0 (13.9)

(5) 将 λ0代入 ⟨H(λ)⟩中，则 E0 ≈ ⟨H(λ0)⟩。

13.2 定态微扰运用的条件

这里的定态微扰指的是没有简并、与时间无关、微小扰动。定态微扰论将讨论体系在受到外

界与时间无关的微小扰动时，它的能级和波函数所发生的变化。

设体系的哈密顿量 H 不显含时间 t，定态薛定谔方程（即能量本征方程）

H|ψ⟩ = E|ψ⟩ (13.10)

满足下述条件：

（1）H 可分解为 H0和 H ′两部分，H0厄米，而且 H ′远小于 H0，即

H = H0 +H ′ (13.11)

H ′ ≪ H0 (13.12)

其中

H 与H0的差别很小，H ′视为加于H0的微扰，H ′远远小于H0的严格意义将在以后详细

说明；

H 不显含 t，所以无论 H0或是 H ′均不显含 t。

（2）H0的本征值和本征函数能够精确求解，即在H0的本征方程H0ϕ
0
n = E0

nϕ
0
n中，能级E0

n

及波函数 ϕ0n都已知。

（3）H0的能级无简并。严格点说，是要求通过微扰论来计算它的修正的那个能级无简并。例

如，要通过微扰论计算H ′对H0的第 4个能级 E0
4 的修正，就要求 E0

4 无简并，它相应的波函数

ϕ04只有一个。其他能级既可以是简并的，也可以是非简并的。

（4）H0 的能级组成分立谱。严格点说，至少必须要求通过微扰论来计算它的修正的那个能

级 E0
n处于分立谱内，E0

n是束缚态。
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13.3 定态微扰论：思路一

13.3.1 微扰论方程

体系的本征方程 H|ψ⟩ = E|ψ⟩，改写为

(H0 +H ′)|ψ⟩ = E|ψ⟩ (13.13)

将 |ψ⟩按 H0的本征函数 |ϕ0n⟩展开2

|ψ⟩ =
∑
n

an|ϕ0n⟩ (13.14)

其中 an是展开系数。将其代入 H 的本征方程，有

(H0 +H ′)
∑
n

an|ϕ0n⟩ = E
∑
n

an|ϕ0n⟩ (13.15)

移项，并利用 H0的本征方程，有∑
n

an(E
0
n − E +H ′)|ϕ0n⟩ = 0 (13.16)

左乘 ⟨ϕ0m|，并利用本征函数正交归一关系，有

0 = ⟨ϕ0m|
∑
n

an(E
0
n − E +H ′)|ϕ0n⟩

=
∑
n

an[(E
0
n − E)⟨ϕ0m|ϕ0n⟩] +

∑
n

an⟨ϕ0m|H ′|ϕ0n⟩

= am(E
0
m − E) +

∑
n

an⟨ϕ0m|H ′|ϕ0n⟩ (13.17)

将求和中 n = m的项移出，并入前面的括号，有

am(E
0
m − E +H ′

mm) +
∑

n(n̸=m)

anH
′
mn = 0 (13.18)

其中

H ′
mn = ⟨ϕ0m|H ′|ϕ0n⟩ (13.19)

称为微扰矩阵元。

由于微扰 H ′很小，我们用一个很小的实参数 λ来表征微小程度，将微扰 H ′改写为

H ′ = λW (13.20)

其中 W 是一个有效的微扰算符。将展开系数 am 和能量本征值 E 按照小参数 λ的幂级数展开，

有

am = a(0)m + λa(1)m + λ2a(2)m + · · · (13.21)

E = E(0) + λE(1) + λ2E(2) + · · · (13.22)

其中小括号中的数表示近似的程度，例如，a(2)m 是二级近似下的展开系数，λE(1) 是一级近似下

的的能量修正。将上面两式代入（13.18），得

(E0
m − E(0))a(0)m

2量子力学基本假定：任何一个波函数都可以由一组正交归一本征函数系展开。
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+ λ

(Wmm − E(1))a(0)m + (E0
m − E(0))a(1)m +

∑
n(n̸=m)

Wmna
(0)
n


+ λ2

(Wmm − E(1))a(1)m + (E0
m − E(0))a(2)m − E(2)a(0)m +

∑
n(n ̸=m)

Wmna
(1)
n


+ λ3[· · · ]

+ · · ·

=0 (13.23)

。。。。。。顾樵版。。。待定。。。。

13.4 定态微扰论：思路二

13.4.1 能量的各级修正

为表征微扰的近似程度，通常引进一个小参数 λ，将H ′写成 λH ′，将H ′的微小程度通过 λ

反映出来。本征方程 H|ψn⟩ = E|ψn⟩改写为

(H0 + λH ′)|ψn⟩ = E|ψn⟩ (13.24)

将能级 En和波函数 ψn按小参数 λ的幂级数展开

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + · · · (13.25)

ψn = |ψ(0)
n ⟩+ λ|ψ(1)

n ⟩+ λ2|ψ(2)
n ⟩+ · · · (13.26)

其中 E
(1)
n ，E

(2)
n ，· · ·，|ψ(1)

n ⟩，|ψ(2)
n ⟩，· · · 分别表示能级 En和波函数 ψn的一级、二级⋯⋯修正。

代入本征方程，有

(H0 + λH ′)(|ψ(0)
n ⟩+ λ|ψ(1)

n ⟩+ λ2|ψ(2)
n ⟩+ λ3|ψ(3)

n ⟩+ · · · )

=(E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + λ3E(3)

n + · · · )(|ψ(0)
n ⟩+ λ|ψ(1)

n ⟩+ λ2|ψ(2)
n ⟩+ λ3|ψ(3)

n ⟩+ · · · ) (13.27)

比较上式两端 λ的同次幂，得出各级方程为

零级项λ0 : H0|ψ(0)
n ⟩ = E(0)

n |ψ(0)
n ⟩

一级项λ1 : λH0|ψ(1)
n ⟩+ λH ′|ψ(0)

n ⟩ = λE(0)
n |ψ(1)

n ⟩+ λE(1)
n |ψ(0)

n ⟩

二级项λ2 : λ2H0|ψ(2)
n ⟩+ λ2H ′|ψ(1)

n ⟩ = λ2E(0)
n |ψ(2)

n ⟩+ λ2E(1)
n |ψ(1)

n ⟩+ λ2E(2)
n |ψ(0)

n ⟩

三级项λ3 : λ3H0|ψ(3)
n ⟩+ λ3H ′|ψ(2)

n ⟩ = λ3E(0)
n |ψ(3)

n ⟩+ λ3E(1)
n |ψ(2)

n ⟩+ λ3E(2)
n |ψ(1)

n ⟩+ λ3E(3)
n |ψ0

n⟩

· · · · · ·

移项有3

H0|ψ(0)
n ⟩ = E(0)

n |ψ(0)
n ⟩ (13.28)

(H0 − E(0)
n )|ψ(1)

n ⟩ = (E(1)
n −H ′)|ψ(0)

n ⟩ (13.29)

3发现没有，将H ′ 的上标看成 1，头顶系数和为相应 λ次数，这样写起来就有规律，很快。
这几个式子最好记住，注意其中的规律，E()

n 由低走高，ψ()
n 由高走低；如果实在记不住那就只能推了。这几个式子

是求修正项的关键（核心），有了这才能求能量修正，波函数修正。
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(H0 − E(0)
n )|ψ(2)

n ⟩ = (E(1)
n −H ′)|ψ(1)

n ⟩+ E(2)
n |ψ(0)

n ⟩ (13.30)

(H0 − E(0)
n )|ψ(3)

n ⟩ = (E(1)
n −H ′)|ψ(2)

n ⟩+ E(2)
n |ψ(1)

n ⟩+ E(3)
n |ψ(0)

n ⟩ (13.31)

· · · · · ·

可以看到，零级近似就是无微扰时的定态薛定鄂方程。

约定4：波函数的各高级近似解与零级近似解都正交，即

⟨ψ(0)
n |ψ(s)

n ⟩ = 0 s = 1, 2, 3, · · · (13.32)

将（13.29—13.31）式两边左乘 ⟨ψ(0)
n |，并利用约定，以（13.29）式为例，有

⟨ψ(0)
n |(H0 − E(0)

n )|ψ(1)
n ⟩ = ⟨ψ(0)

n |(E(1)
n −H ′)|ψ(0)

n ⟩ (13.33)

⟨ψ(0)
n |H0|ψ(1)

n ⟩ − ⟨ψ(0)
n |E(0)

n |ψ(1)
n ⟩ = ⟨ψ(0)

n |E(1)
n |ψ(0)

n ⟩ − ⟨ψ(0)
n |H ′|ψ(0)

n ⟩ (13.34)

其中

⟨ψ(0)
n |H0|ψ(1)

n ⟩ = (H0|ψ(0)
n ⟩)∗|ψ(1)

n ⟩ = (E0|ψ(0)
n ⟩)∗|ψ(1)

n ⟩ = E0⟨ψ(0)
n |ψ(1)

n ⟩ = 0 (13.35)

⟨ψ(0)
n |E(0)

n |ψ(1)
n ⟩ = E(0)

n ⟨ψ(0)
n |ψ(1)

n ⟩ = 0 (13.36)

⟨ψ(0)
n |E(1)

n |ψ(0)
n ⟩ = E(1)

n ⟨ψ(0)
n |ψ(0)

n ⟩ = E(1)
n (13.37)

于是，有

E(1)
n = ⟨ψ(0)

n |H ′|ψ(0)
n ⟩ (13.38)

同理可以得出

E(2)
n = ⟨ψ(0)

n |H ′|ψ(1)
n ⟩ (13.39)

E(3)
n = ⟨ψ(0)

n |H ′|ψ(2)
n ⟩ (13.40)

可以证明：E(3)
n 可以直接用微扰一级近似波函数（而不需用二级近似波函数）来计算。

证明：对（13.30）式两边左乘 ⟨ψ(1)
n |，得

⟨ψ(1)
n |(H0 − E(0)

n )|ψ(2)
n ⟩ = ⟨ψ(1)

n |(E(1)
n −H ′)|ψ(1)

n ⟩ − ⟨ψ(1)
n |E(2)

n |ψ(0)
n ⟩

= ⟨ψ(1)
n |(E(1)

n −H ′)|ψ(1)
n ⟩ (13.41)

将（13.29）两边左乘 ⟨ψ(2)
n |，并利用（13.40）式，得

⟨ψ(2)
n |(H0 − E(0)

n )|ψ(1)
n ⟩ = ⟨ψ(2)

n |(E(1)
n −H ′)|ψ(0)

n ⟩ = 0− E(3)
n = −E(3)

n (13.42)

比较以上两式，有

E(3)
n = ⟨ψ(1)

n |H ′ − E(1)
n |ψ(1)

n ⟩ (13.43)

得证。

能量的二级修正为

E(2)
n = ⟨ψ(0)

n |H ′|ψ(1)
n ⟩ = ⟨ψ(0)

n |H ′|
∑
k ̸=n

H ′
kn

E
(0)
n − E(0)

k

|ψ(0)
k ⟩

4注意：这是曾书中的约定，有了这个约定，计算将很轻松。但怎么看这个约定都有些牵强，很主观。不知道这个约定
是如何产生，有什么物理意义，还是纯粹的数学凑数。但苏汝铿的书中推导并没有用到这个约定，更严密些。随后采
用苏书推导，这里姑且用这个约定。
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=
∑
k ̸=n

H ′
kn

E
(0)
n − E(0)

k

⟨ψ(0)
n |H ′|ψ(0)

k ⟩ =
∑
k ̸=n

H ′
kn

E
(0)
n − E(0)

k

H ′
nk

=
∑
k ̸=n

|H ′
kn|2

E
(0)
n − E(0)

k

(13.44)

能量的三级修正为

E
(3)
k = ⟨ψ(1)

k |H
′ − E(1)|ψ(1)

k ⟩

=

′∑
n

′∑
m

H ′
knH

′
nmH

′
mk

(E
(0)
k − E

(0)
n )(E

(0)
k − E

(0)
m )
−H ′

kk

′∑
n

H ′
knH

′
nk

(E
(0)
k − E

(0)
n )2

(13.45)

13.4.2 能量和波函数的一级近似

由于 H0 厄米，H0 的本征函数系 {ψ(0)
n }是正交、归一、完备、封闭系，可将一级波函数修

正 ψ
(1)
n 按 {ψ(0)

n }系展开
ψ(1)
n =

∑
l

a
(1)
l |ψ

(0)
l ⟩ (13.46)

注意上角标数字表示修正的级数；这个求和，包含了 H0 所有的本征函数。将上式代入（13.29）

式，有

(H0 − E(0)
n )

∑
l

a
(1)
l |ψ

(0)
l ⟩ = (E(1)

n −H ′)|ψ(0)
n ⟩ (13.47)

两边左乘 ⟨ψ(0)
k |，利用 H0本征态的正交归一性，有5

⟨ψ(0)
k |(H0 − E(0)

n )
∑
l

a
(1)
l |ψ

(0)
l ⟩ = ⟨ψ

(0)
k |(E

(1)
n −H ′)|ψ(0)

n ⟩ (13.48)

E
(0)
k

∑
l

a
(1)
l ⟨ψ

(0)
k |ψ

(0)
l ⟩ − E

(0)
n

∑
l

a
(1)
l ⟨ψ

(0)
k |ψ

(0)
l ⟩ = E(1)

n ⟨ψ
(0)
k |ψ

(0)
n ⟩ − ⟨ψ

(0)
k |H

′|ψ(0)
n ⟩ (13.49)

E
(0)
k a

(1)
k − E

(0)
n a

(1)
k = E(1)

n δkn −H ′
kn (13.50)

其中 6

H ′
kn = ⟨ψ(0)

k |H
′|ψ(0)

n ⟩ (13.51)

能量一级修正 E
(1)
n ，即 k = n时，

E(1)
n = H ′

nn = ⟨ψ(0)
n |H ′|ψ(0)

n ⟩ (13.52)

波函数一级修正 ψ
(1)
n 7，当 k ̸= n时，由（13.50）式有8

a
(1)
k =

H ′
kn

E
(0)
n − E(0)

k

(13.53)

上式只在 n ̸= k时成立。对于（13.46）式右端中的展开系数，还有 a
(1)
n 。为此，利用 ψn的归一

5这是至关重要的一步！

6这不就是算符H ′ 在H0 表象下的矩阵元吗？

7H0 的本征函数系表示

8这是个求H0 本征函数系的系数的过程
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化条件，在准确到 O(λ)数量级后，有

1 = ⟨ψn|ψn⟩ =
〈
(ψ(0)

n + λψ(1)
n )
∣∣∣(ψ(0)

n + λψ(1)
n )
〉

= ⟨ψ(0)
n |ψ(0)

n ⟩+ λ[⟨ψ(0)
n |ψ(1)

n ⟩+ ⟨ψ(1)
n |ψ(0)

n ⟩] +O(λ2) (13.54)

由波函数 ψ
(0)
n 是归一的，有

⟨ψ(0)
n |ψ(1)

n ⟩+ ⟨ψ(1)
n |ψ(0)

n ⟩ = 0 (13.55)

将（13.46）式代入上式，得

a(1)n + a(1)
∗

n = 0 (13.56)

上式表明，a(1)n 必须为 0或纯虚数，即

a(1)n = iγ (13.57)

其中 γ 为实数。准确到 λ的一级近似，微扰后体系的波函数是

ψn = ψ(0)
n + λψ(1)

n

= ψ(0)
n + λiγψ(0)

n + λ
∑
l ̸=n

a
(1)
l ψ

(0)
l

= eiλγψ(0)
n + λ

∑
l ̸=n

a
(1)
l ψ

(0)
l (13.58)

其中用到 e 指数的一阶级数展开。上式表明 a
(1)
n 的贡献是使零级波函数增加了一个无关重要的

位相因子，不失普遍性，可以取9

a(1)n = 0 (13.59)

将（13.53）和（13.59）式代入（13.46）式，得

ψ(1)
n =

∑
k ̸=n

H ′
kn

E
(0)
n − E(0)

k

ψ
(0)
k (13.60)

注意：（1）这个求和，除了 k = n项，即除了第 n个 H0本征函数 ψ
(0)
n ，包含了H0所有的本征

函数；（2）注意下标的顺序。于是，在一级近似下，能量本征值和本征函数分别为

Ek = E
(0)
k +H ′

kk (13.61)

|ψk⟩ = |ψ
(0)
k ⟩+ |ψ

(1)
k ⟩ = |ψ

(0)
k ⟩+

∑
n̸=k

H ′
nk

E
(0)
k − E

(0)
n

|ψ(0)
n ⟩ (13.62)

13.4.3 能量和波函数的二级近似

求二级修正需要求解（13.30）式。与求一级修正的步骤相似，将二级波函数修正 ψ
(2)
n 按

{ψ(0)
n }展开

ψ(2)
n =

∑
l

a
(2)
l ψ

(0)
l (13.63)

9本来就是在 ψ
(0)
n 的基础上做修正，还给它添加个系数，那就是多此一举，都可以猜到 a

(1)
n = 0。
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将上式和（13.46）式代入（13.30）式，有

(H0 − E(0)
n )

∑
l

a
(2)
l ψ

(0)
l = (E(1)

n −H ′)
∑
m

a(1)m |ψ(0)
m ⟩+ E(2)

n |ψ(0)
n ⟩ (13.64)

∑
l

a
(2)
l E

(0)
l ψ

(0)
l − E

(0)
n

∑
l

a
(2)
l ψ

(0)
l = H ′

nn

∑
m

a(1)m |ψ(0)
m ⟩ −H ′

∑
m

a(1)m |ψ(0)
m ⟩+ E(2)

n |ψ(0)
n ⟩ (13.65)

两边左乘 ⟨ψ(0)
k |，利用 H0本征态的正交归一性和（13.59）式 a

(1)
n = 0，有

a
(2)
k E

(0)
k − E

(0)
n a

(2)
k = H ′

nna
(1)
k −

∑
m̸=n

a(1)m H ′
km + E(2)

n δkn (13.66)

当 k = n时，并利用（13.53）式，有

E(2)
n =

∑
m ̸=n

a(1)m H ′
nm =

∑
m ̸=n

H ′
mn

E
(0)
n − E(0)

m

H ′
nm

=
∑
m ̸=n

|H ′
mn|2

E
(0)
n − E(0)

m

(13.67)

当 n ̸= k时，由（13.66）式，有

a
(2)
k =

∑
m ̸=n

a
(1)
m H ′

km

E
(0)
n − E(0)

k

−
H ′
nna

(1)
k

E
(0)
n − E(0)

k

=
∑
m ̸=n

 H ′
kmH

′
mn(

E
(0)
n − E(0)

k

)(
E

(0)
n − E(0)

m

) − H ′
knH

′
nn(

E
(0)
n − E(0)

k

)2
 (13.68)

至于 a
(2)
n ，同样可以由波函数的归一条件给出。由

⟨ψn|ψn⟩ =
〈
(ψ(0)

n + λψ(1)
n + λ2ψ(2)

n )
∣∣∣(ψ(0)

n + λψ(1)
n + λ2ψ(2)

n )
〉
= 1 (13.69)

得

⟨ψ(0)
n |ψ(2)

n ⟩+ ⟨ψ(2)
n |ψ(0)

n ⟩+ ⟨ψ(1)
n |ψ(1)

n ⟩ = 0 (13.70)

即

a(2)n + a(2)
∗

n +
∑
m,n

a(1)
∗

m a(1)n δmn = 0 (13.71)

其 a
(2)
n 为实数，有

a(2)n = −1

2

∑
m̸=n

|a(1)m |2 = −
1

2

∑
m ̸=n

|H ′
mn|2(

E
(0)
n − E(0)

m

)2 (13.72)

于是，二级近似下，能量的本征值为

En = E(0)
n +H ′

nn +
∑
k ̸=n

|H ′
kn|2

E
(0)
n − E(0)

k

(13.73)

本征函数为

ψn =ψ0
n −

1

2

∑
m̸=n

|H ′
mn|2(

E
(0)
n − E(0)

m

)2ψ(0)
n +

∑
k ̸=n

H ′
kn

E
(0)
n − E(0)

k

ψ
(0)
k

+
∑
k ̸=n


∑
m̸=n

 H ′
kmH

′
mn(

E
(0)
n − E(0)

k

)(
E

(0)
n − E(0)

m

) − H ′
knH

′
nn(

E
(0)
n − E(0)

k

)2

ψ

(0)
k (13.74)
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13.5 定态微扰论应用示例

13.5.1 电介质的极化率

考虑各向同性电介质在外电场作用下的极化现象。当没有外电场作用时，介质中的离子在

其平衡位置附近作小振动，可视为简谐运动。设沿 x方向加上一均匀外电场 ε，对于带电 q的离

子，体系的哈密顿量为

Ĥ = − ~2

2µ

d2

dx2
+

1

2
µω2x2 − qεx (13.75)

因为外电场沿 x方向，对于 y、z方向的振动不发生影响，略去不讨论。在弱电场情况下，最后

一项很小，因此令

Ĥ0 = − ~2

2µ

d2

dx
+

1

2
µω2x2 (13.76)

Ĥ ′ = −qεx (13.77)

Ĥ0是线性谐振子的哈密顿量，它的本征值和本征函数已在前面求出。它的本征值为

E0
n = ~ω

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · · (13.78)

本征函数为

ψ0
n(x) = Nne

−α2

2
x2Hn(αx) (13.79)

其中 Nn为归一化常数；α =
√
µω/~。

（1）能级的二级微扰近似。

能量的一级修正为

E1
n =

∫+∞

−∞
ψ0∗
n (x)Ĥ ′ψ0

n(x)dx = −N2
nqε

∫+∞

−∞
xH2

n(αx)e
−α2x2dx = 0 (13.80)

H2
n(αx)一定是 x的偶函数，因此上式中被积函数是 x奇函数，积分等于零。

对于能量的二级修正，首先计算微扰矩阵元

H ′
mn =

∫+∞

−∞
ψ0∗
m (x)Ĥ ′ψ(x)dx = −NmNnqε

∫+∞

−∞
xHm(αx)Hn(αx)e

−α2x2dx

= −NmNnqε

α2

∫+∞

−∞
ξHm(ξ)Hn(ξ)e

−ξ2dξ (13.81)

由厄米多项式的递推公式 Hn+1(ξ)− 2ξHn(ξ) + 2nHn−1(ξ) = 0，有

ξHn(ξ) =
1

2
Hn+1(ξ) + nHn−1(ξ) (13.82)

代人 H ′
mn，有

H ′
mn = −NmNnqε

α2

[
1

2

∫+∞

−∞
Hn+1(ξ)Hm(ξ)e

−ξ2dξ + n

∫+∞

−∞
Hn−1(ξ)Hm(ξ)e

−ξ2dξ

]
= −qε

α

[(
n+ 1

2

) 1
2
∫+∞

−∞
ψ0
n+1(x)ψ

0
m(x)dx+

(n
2

) 1
2

∫+∞

−∞
ψ0
n−1ψm(x)

0dx

]

= −qε
(

~
2µω

) 1
2 [

(n+ 1)
1
2 δm,n+1 + n

1
2 δm,n−1

]
(13.83)
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最后一步是因为 ψ0
n(x)是 Ĥ0的本征函数，它具有正交归一性。代人能量的二级修正公式，有

E2
n =

m̸=n∑
m

|H ′
mn|2

E0
n − E0

m

=
~q2ε2

2µω

[
n+ 1

E0
n − E0

n+1

+
n

E0
n − E0

n−1

]
=

~q2ε2

2µω

[
−n+ 1

~ω
+

n

~ω

]
= − q2ε2

2µω2
(13.84)

于是能级的二级微扰近似为

En = E0
n + E1

n + E2
n =

(
n+

1

2

)
~ω − q2ε2

2µω2
(13.85)

即所有能级都下移了 q2ε2/2µω2，这对于能谱形状（均与分布）并无影响。

（2）波函数的一级微扰近似。

波函数的一级修正为

ψ1
n =

m̸=n∑
m

H ′
mn

E0
n − E0

m

ψ0
m = −qε

(
~

2µω

) 1
2

[
(n+ 1)

1
2ψ0

n+1

E0
n − E0

n+1

+
n

1
2ψ0

n−1

E0
n − E0

n−1

]

= qε

(
1

2~µω3

) 1
2 [

(n+ 1)
1
2ψ0

n+1 − n
1
2ψ0

n−1

]
(13.86)

上式对 n ⩾ 1成立，如果讨论基态，n = 0，则上式括号中只有第一项，而无第二项。

于是波函数的一级微扰近似为

ψn(x) = ψ0
n(x) + qε

(
1

2~µω3

) 1
2 [

(n+ 1)
1
2ψ0

n+1 − n
1
2ψ0

n−1

]
(13.87)

即原来零级波函数 ψ
(0)
k 中，混进了与它邻近的两条能级的波函数 ψ0

n±1。

13.5.2 基态氢原子的极化率

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。见曾谨言的书

13.5.3 外电场中的平面转子

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。见曾谨言的书

13.5.4 氦原子基态能量

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。见曾谨言的书

13.5.5 范德瓦尔斯力

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。见曾谨言的书

13.6 简并定态微扰论

注意这里与前面的讨论有所不同，这里讨论的是有简并的第 k 能级及求该能级的一级近似

项；前面零级波函数是已知的，而这里的有简并的零级波函数是未知的，还要求。
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假设H0有 n个本征值其第 k个本征值 E
(0)
k 有 fk重简并，即，属于H0的本征值 E

(0)
k 有 fk

个本征函数

ψ
(0)
k1 , ψ

(0)
k2 , · · · , ψ

(0)
kµ , · · · , (µ = 1, 2, · · · , fk) (13.88)

H0的本征函数构成的完全系为

ψ
(0)
1 ;ψ

(0)
2 ; · · · ; (ψ(0)

k1 , ψ
(0)
k2 , · · · , ψ

(0)
kfk

); · · · ;ψ(0)
n (13.89)

注意分清各角标的意义。这里讨论的是零级近似（对H 而言）的有简并的第 k级（对H0而言）。

这时，与非简并态不同，零级波函数 ψ
(0)
k 还不能完全确定，但其一般形式为该级 (k 级)的

fk 个的本征函数的线性叠加

|ψ(0)
k ⟩ =

fk∑
µ=1

aµ|ψ(0)
kµ ⟩ = a1|ψ(0)

k1 ⟩+ a2|ψ(0)
k2 ⟩+ · · ·+ aµ|ψ(0)

kµ ⟩+ · · ·+ afk |ψ
(0)
kfk
⟩ (13.90)

这时 |ψ(1)
k ⟩则表示为

|ψ(1)
k ⟩ =

n,n̸=k∑
n=1

bn|ψ(0)
n ⟩+

fk∑
µ=1

cµ|ψ(0)
kµ ⟩

= b1|ψ(0)
1 ⟩+ b2|ψ(0)

2 ⟩+ · · ·+ c1|ψ(0)
k1 ⟩+ c2|ψ(0)

k2 ⟩+ · · ·+ cfk |ψ
(0)
kfk
⟩+ · · ·+ bn|ψ(0)

n ⟩ (13.91)

针对有简并的那个能级，代入（13.29）式 (H0 − E(0)
k )|ψ(1)

k ⟩ = (E
(1)
k −H

′)|ψ(0)
k ⟩，有

(H0 − E(0)
k )|ψ(1)

k ⟩ = (E
(1)
k −H

′)

fk∑
µ=1

aµ|ψ(0)
kµ ⟩ (13.92)

左乘 ⟨ψ(0)
kν |（左乘这个的过程就是利用本征函数的正交性），有

⟨ψ(0)
kν |(H0 − E(0)

k )|ψ(1)
k ⟩ = ⟨ψ

(0)
kν |(E

(1)
k −H

′)

fk∑
µ=1

aµ|ψ(0)
kµ ⟩ (13.93)

利用 H0的本征函数的正交性 ⟨ψ(0)
α |ψ(0)

β ⟩ = δαβ，有

⟨ψ(0)
kν |H0|ψ(1)

k ⟩ = ⟨ψ
(0)
kν |H0|

n,n̸=k∑
n=1

bn|ψ(0)
n ⟩+ ⟨ψ

(0)
kν |H0|

fk∑
µ=1

cµ|ψ(0)
kµ ⟩ = 0 + cνE

(0)
k (13.94)

⟨ψ(0)
kν |E

(0)
k |ψ

(1)
k ⟩ = cνE

(0)
k (13.95)

可见（13.93）等式左边为

⟨ψ(0)
kν |(H0 − E(0)

k )|ψ(1)
k ⟩ = 0 (13.96)

即

⟨ψ(0)
kν |(E

(1)
k −H

′)

fk∑
µ=1

aµ|ψ(0)
kµ ⟩ = 0 (13.97)

对上式展开

⟨ψ(0)
kν |E

(1)
k

fk∑
µ=1

aµ|ψ(0)
kµ ⟩ − ⟨ψ

(0)
kν |H

′|
fk∑
µ=1

aµ|ψ(0)
kµ ⟩ = 0 (13.98)

调换顺序，简化，得
fk∑
ν=1

aνH
′
νµ −

fk∑
ν=1

aνE
(1)
k δνµ = 0 (13.99)
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即
fk∑
ν=1

(H ′
νµ − E

(1)
k δνµ)aν = 0 (13.100)

其中

H ′
νµ = ⟨ψ(0)

kν |H
′|ψ(0)

kµ ⟩ (13.101)

注意上式省略了表明第 k能级的标识，但要清楚。可以写成矩阵的形式
H ′

11 − E
(1)
k H ′

12 · · · H ′
1fk

H ′
21 H ′

22 − E
(1)
k · · · H ′

2fk
...

...
...

...

H ′
fk1

H ′
Fk2

· · · H ′
fkfk
− E(1)

k




a1

a2
...

afk

 = 0 (13.102)

其中 fk 为简并度。这是以 |ψ
(0)
k ⟩ =

∑fk
µ=1 aµ|ψ

(0)
kµ ⟩本征系数 aµ为未知数的一次齐次方程组。

13.6.1 简并能级一级修正

本征系数 aµ有不全为零的解的条件是

det |H ′
νµ − E

(1)
k δνµ| = 0 (13.103)

写成行列式为 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H ′
11 − E

(1)
k H ′

12 · · · H ′
1fk

H ′
21 H ′

22 − E
(1)
k · · · H ′

2fk
...

...
...

...

H ′
fk1

H ′
fk2

· · · H ′
fkfk
− E(1)

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (13.104)

这个行列式方程称为久期方程。解这个方程必然得到能量一级修正 E
(1)
k 的简并度 fk个根（如有

重根，重根也算一个）E(1)
kα (α = 1, 2, · · · , fk)。由 Ek = E0

k +E
(1)
k 知，若 E

(1)
k 的 fk 个根 E

(1)
kα 无

重根，则一级微扰可以将 fk度简并完全消除；若 E
(1)
k 有几重根，则说不简并只是部分的被消除，

必须进一步考虑能量的二级修正，才有可能使能级完全分裂开来。

简并能级的一级修正为

Ek = E
(0)
k +



E
(1)
k1

E
(1)
k2

...

E
(1)
kfk

(13.105)

13.6.2 简并零级波函数

将求解出来的 fk 个根 E
(1)
kα 代入方程（13.102）式。注意不是一起代入，而是逐次代入，一

次解出一组 aν，可以得出相应的 fk 组 aαν(α = 1, 2, · · · , fk)。于是得出的各简并项对应的零级
波函数为

|ψ(0)
kα ⟩ =

fk∑
ν=1

aαν |ψ(0)
kν ⟩ (13.106)
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展开写为

|ψ(0)
kα ⟩ =



∑fk
ν=1 a1ν |ψ

(0)
kν ⟩∑fk

ν=1 a2ν |ψ
(0)
kν ⟩

...∑fk
ν=1 afkν |ψ

(0)
kν ⟩

(13.107)

13.7 简并定态微扰论应用示例

13.7.1 氢原子的一级斯塔克效应

10斯塔克效应：氢原子光谱线在外电场作用下产生分裂的现象。由于电子在氢原子中受到球

对称的库仑场的作用，第 n个能级有 n2度简并。当加入外电场后，势场的对称性受到破坏，能

级发生分裂，使简并部分地被消除。

设外电场 ε是均匀的，方向沿 z 轴，则电子在外电场中的势能为 eε⃗ · r⃗，即氢原子在外电场
中的哈密顿量为

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ (13.108)

其中

Ĥ0 = − ~2

2m
∇2 − e

r2
(13.109)

Ĥ ′ = eε⃗ · r⃗ = eεz = eεr cos θ (13.110)

原子内部的电场约为 1011V/m，一般外电场达到 109V/m已经是很强的了，因此，相对于原子

内部的电场，可将外电场看成微扰。

由于氢原子第一能级（基态）无简并，这里求氢原子在外电场中第二能级（第一激发态）的

分裂情况。当 n = 2时，Ĥ0的本征值为

E0
2 = − e

2

2a

1

n2
= − me4

2~2n2
= − e

2

8a
(13.111)

其中 a = ~2
me2
是第一波尔半径。当 n = 2时，简并度为 n2 = 4，相应的波函数为

ϕ1 = ψ200 = R20Y00 =
1

4
√
2π

(
1

a

) 3
2 (

2− r

a

)
e−

r
2a (13.112)

ϕ2 = ψ210 = R21Y10 =
1

4
√
2π

(
1

a

) 3
2 r

a
e−

r
2a cos θ (13.113)

ϕ3 = ψ211 = R21Y11 =
1

8
√
π

(
1

a

) 3
2 r

a
e−

r
2a sin θeiφ (13.114)

ϕ4 = ψ21,−1 = R21Y1,−1 =
1

8
√
π

(
1

a

) 3
2 r

a
e−

r
2a sin θe−iφ (13.115)

（1）求第二能级的一级修正值。

先求 Ĥ ′的矩阵元，由球谐函数的奇偶性，可以看出，除矩阵元 Ĥ ′
12不等于零，其他矩阵元都是

10参考：周世勋《量子力学教程》5.3
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零。

H ′
12 = H ′

21 =

∫
ϕ∗1Ĥ

′ϕ2dτ

=
1

32π

(
1

a

)3 ∫∞
o

∫π
0

∫2π
0

(
2− r

a

)
e−

r
2a eεr cos θ

r

a
e−

r
2a cos θr2 sin θdrdθdφ

=
1

32π

(
1

a

)4

eε

∫∞
o

∫π
0

∫2π
0

(
2− r

a

)
e−

r
a r4 cos2 θ sin θdrdθdφ

=
1

16

(
1

a

)4

eε

∫∞
o

∫π
0
(2− r

a
)e−

r
a r4 cos2 θ sin θdrdθ

=
1

24

eε

a4

∫∞
0

(
2− r

a

)
e−

r
a r4dr

= −3eεa (13.116)

代人久期方程有 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−E1
2 −3eεa 0 0

−3eεa −E1
2 0 0

0 0 −E1
2 0

0 0 0 −E1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (13.117)

即

(E1
2)

2[(E1
2)

2 − (3eεa)2] = 0 (13.118)

解得

E1
21 = 3eεa (13.119)

E1
22 = −3eεa (13.120)

E1
23 = E1

24 = 0 (13.121)

(13.122)

讨论：最后两根是重根。由此可见，在外电场的作用下，原来是四度简并的能级，在一级修正中

分裂为三个能级，简并部分的被消除。三个能级为：E0
2 + 3eεa、E0

2 、E
0
2 − 3eε。相应地，原来

从 E0
2 跃迁到 E0

1 的一根谱线也变成了三根线。一根仍然保持原有的频率，另两根，一根频率大

些，一根频率小些。【缺图】

（2）求第二能级的零级近似波函数。
−E1

2 −3eεa 0 0

−3eεa −E1
2 0 0

0 0 −E1
2 0

0 0 0 −E1
2




C0
1

C0
2

C0
3

C0
4

 = 0 (13.123)

得一组线性方程

−3eεaC0
2 − E1

2C
0
1 = 0 (13.124)

−3eεaC0
1 − E1

2C
0
2 = 0 (13.125)

E1
2C

0
3 = 0 (13.126)

E1
2C

0
4 = 0 (13.127)
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¬当 E1
2 = E21 = 3eεa时，解得

C0
1 = −C0

2 C0
3 = C0

4 = 0 (13.128)

对应于能级 E0
2 + 3eεa的零级近似波函数为

ψ0
21 = C0

1ϕ1 − C0
1ϕ2 (13.129)

归一化为

ψ0
21 =

1√
2
(ϕ1 − ϕ2) (13.130)

­当 E1
2 = E22 = −3eεa时，解得

C0
1 = C0

2 C0
3 = C0

4 = 0 (13.131)

对应于能级 E0
2 − 3eεa的零级近似波函数为

ψ0
22 =

1√
2
(ϕ1 + ϕ2) (13.132)

®当 E1
2 = E23 = E24 = 0时，解得

C0
1 = C0

2 = 0 C0
3和C

0
4为不同时等于零的常数 (13.133)

对应于能级 E2的零级近似波函数为

ψ0
23, ψ

0
24 = C0

3ϕ3 + C0
4ϕ4 (13.134)
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第十四章 含时微扰论

量子跃迁（quantum transition）是 Bohr在早期量子论中提出的一个极重要的概念，并根据对

应原理的精神探讨过跃迁概率和光谱线强度的问题。但早期量子论未能给出系统解决量子跃迁

概率的方案。在实际问题中，人们更感兴趣的往往不是泛泛地讨论量子态随时间的演化，而是想

知道在某种外界作用下系统在定态之间的跃迁概率。更通常的情况，这里的定态不是别的态，而

是系统的本征态。因此可以说含时微扰论描述的是受微扰系统本征态间的跃迁概率。

14.1 含时微扰方程

用 H0表示无外界作用时系统的哈密顿量，是不含时的。用 H ′(t)表示外界微小扰动，是含

时的，称为含时微扰。设无外界作用时系统的哈密顿量H0本征态为 {|ϕn⟩}，是正交完备的，即

⟨ϕm|ϕn⟩ = δmn
∑
n

|ϕn⟩⟨ϕn| = 1 (14.1)

相应的本征值为 En，本征方程为

H0|ϕn⟩ = En|ϕn⟩ (14.2)

H0的含时本征态为

Φn = ϕne
− i

ℏEnt (14.3)

由公式（14.1），有

⟨Φm|Φn⟩ = ⟨ϕm|ϕn⟩ei
Em−En

ℏ t = δmn
∑
n

|Φn⟩⟨Φn| =
∑
n

|ϕn⟩⟨ϕn| = 1 (14.4)

可见含时本征态 |Φn⟩也满足正交性和完备性。

当外界作用 H ′(t)加上后，系统的哈密顿量为

H = H0 +H ′(t) (14.5)

其中微扰 H ′(t)很小。薛定谔方程为

i~
∂|ψ(t)⟩
∂t

= H|ψ(t)⟩ (14.6)

因为是受到含时的作用，H 中的态 |ψ(t)⟩ 一般是含时的，将其按无微扰含时本征态 |Φn⟩ 展开，
有

|ψ(t)⟩ =
∑
n

an(t)|Φn⟩ (14.7)

这里的物理含义是量子力学的基本假定，任何一个波函数都可以由一组正交完备的本征函数系

展开。1

将（14.7）式代入薛定谔方程（14.6），得

i~
∑
n

dan(t)

dt
|Φn⟩+ i~

∑
n

an(t)
∂|Φn⟩
∂t

=
∑
n

an(t)H0|Φn⟩+
∑
n

an(t)H
′(t)|Φn⟩ (14.8)

1这是量子力学根基部分，要深刻理解。这跟一维谐振子基态波函数可以由一维无限深势阱的本征函数系展开一样，只
不过一维谐振子的基态波函数对一维无限深势阱而言是个系统状态、是个波函数、是个态不是本征函数、不是本征
态。一个具体的例子可以参考无限深势阱突然变宽了。



挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me 第十四章 含时微扰论

以 ⟨Φm|左乘（14.8）式，有

i~
∑
n

dan(t)

dt
⟨Φm|Φn⟩+ i~

∑
n

an(t)⟨Φm|
∂|Φn⟩
∂t

=
∑
n

an(t)⟨Φm|H0|Φn⟩+
∑
n

an(t)⟨Φm|H ′(t)|Φn⟩ (14.9)

利用 H0的薛定鄂方程

i~
∂|Φn⟩
∂t

= H0|Φn⟩ =⇒ ∂|Φn⟩
∂t

=
1

i~
H0|Φn⟩ (14.10)

有

i~
∑
n

dan(t)

dt
⟨Φm|Φn⟩+

∑
n

an(t)⟨Φm|H0|Φn⟩ =
∑
n

an(t)⟨Φm|H0|Φn⟩+
∑
n

an(t)⟨Φm|H ′(t)|Φn⟩

(14.11)

消去左右两边相同项，得

i~
∑
n

dan(t)

dt
⟨Φm|Φn⟩ =

∑
n

an(t)⟨Φm|H ′(t)|Φn⟩ (14.12)

利用 H0含时本征函数系 {|Φn⟩}的正交归一性，有 2

i~
dam(t)

dt
=
∑
n

an(t)⟨Φm|H ′(t)|Φn⟩ (14.13)

将 H0的含时本征态 ⟨Φm|和 |Φn⟩重新写成变量分离的形式

⟨Φm| = ⟨ϕm|e
i
ℏEmt |Φn⟩ = |ϕn⟩e−

i
ℏEnt (14.14)

代入公式（14.13），得

i~
dam(t)

dt
=
∑
n

an(t)⟨ϕm|H ′(t)|ϕn⟩e
i
ℏEmte−

i
ℏEnt (14.15)

简写为

i~
dam(t)

dt
=
∑
n

an(t)H
′
mn(t)e

iωmnt (14.16)

其中

H ′
mn(t) = ⟨ϕm|H ′(t)|ϕn⟩ ωmn =

Em − En
~

H ′
mn(t)被称为微扰矩阵元，ωmn是能级 En和 Em间的跃迁频率，称为玻尔频率。公式（14.16）

被称为含时微扰方程，是薛定鄂方程的另一种形式。其实是H0表象中的薛定谔方程，左乘 ⟨Φm|
就是表象变换的过程。

到此为止，上述的每一步推导都是严格的，含时微扰方程（14.16）的建立没有做任何近似，

对微扰 H ′(t) 的大小和形式也没有限制。不过对它精确求解一般比较困难。但若 H ′(t) 是微扰，

它可以通过逐步逼近的方法来求解。

2注意这个求和，是对 n求和，按 n展开。以 ⟨Φm|左乘的意义在于，通过左乘提取出系统中的态 |ψ(t)⟩的 |Φm⟩分量。
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14.2 量子跃迁

实际情况中，通常未受微扰前系统的态不是别的就是系统H0的第 k个本征态 |ϕk⟩。即受微
扰后系统的初态（设为 t = 0时刻）为

|ψ(0)⟩ = |Φk⟩ =
∑
n

δnk|Φn⟩ (14.17)

根据受微扰后系统波函数的表达式

|ψ(t)⟩ =
∑
n

an(t)|Φn⟩ (14.18)

有

|ψ(0)⟩ =
∑
n

an(0)|Φn⟩ (14.19)

比较（14.17）、（14.19）两式，得

an(0) = δnk (14.20)

当 H ′(t)很小，则

an(t) = an(0) +O(H ′
mn(t)) + · · · (14.21)

忽略高阶项，则

an(t) = an(0) = δnk (14.22)

于是含时微扰方程（14.16）改写为

i~
dam(t)

dt
=
∑
n

an(0)H
′
mn(t)e

iωmnt =
∑
n

δnkH
′
mn(t)e

iωmnt = H ′
mk(t)e

iωmkt (14.23)

i~
dam(t)

dt
= H ′

mk(t)e
iωmkt (14.24)

它的解是

am(t) =
1

i~

∫ t
0
H ′
mk(τ)e

iωmkτdτ (14.25)

am(t)表示体系在 t时刻的波函数。

由于在 t = 0时，体系处在 Φk态，因此 |am(t)|2表示体系从 t = 0时H0的 Φk态到 t(t ̸= 0)

时跃迁到H 的第m本征态的几率。通常，am(t)称为跃迁几率振幅，|am(t)|2称为跃迁几率，记
作 Pk→m，

Pk→m = |am(t)|2 =
1

~2
∣∣∣ ∫ t

0
H ′
mk(τ)e

iωmkτdτ
∣∣∣2 (14.26)

14.3 含时微扰论与定态微扰论的关系

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。见苏汝铿的书
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14.4 含时微扰论应用示例

14.4.1 一维基态谐振子受到电场作用

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。见曾谨言的书

14.4.2 基态氢原子受到脉冲电场作用

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。见曾谨言的书

14.5 常微扰

设量子体系受到常微扰 V 的作用3，即微扰最多只持续一段时间 T，表示为

V (t) =

V, 0 < t < T

0, t > T
(14.27)

如图（14.1）所示。

0 t

H ′(t)

T

V

图 14.1: 常微扰 H ′(t) = V (0 < t < T )

14.5.1 含时微扰论的视角

当系统初态 t = 0时处于 |k⟩态，演化一段时间 t (0 < t < T )之后，体系处于末态 |m⟩的概
率幅，即在 t时刻跃迁到 |m⟩态的概率振幅为

am(t) =
1

i~

∫ t
0
Vmke

iωmkτdτ =
1

i~
Vmk

∫ t
0
eiωmkτdτ =

1

i~
Vmk ·

1

iωmk
eiωmkτ

∣∣∣t
0

= −Vmk
~

eiωmkt − 1

ωmk
(14.28)

其中

Vmk = ⟨m|V |k⟩, ωmk =
Em − Ek

~
(14.29)

3例如，恒定的电场或磁场
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跃迁概率为

Pk→m = |am(t)|2 =
|Vmk|2

~2

(
eiωmkt − 1

) (
e−iωmkt − 1

)
ω2
mk

=
2|Vmk|2

~2
1− cos(ωmkt)

ω2
mk

=
4|Vmk|2

~2
sin2

ωmkt

2
ω2
mk

(14.30)

这里，ωmk > 0表示从初态 |k⟩跃迁到较高能态；ωkm < 0表示从初态 |k⟩跃迁到低能态。

14.5.2 一阶时间演化算符的视角

设 T = t, t→∞。无微扰时，系统本征方程为

H0|k⟩ = ϵk|k⟩ (14.31)

if at t = 0, the system is in state |l⟩, what is the probility of finding the system at |k⟩ at time t?

Pk(t) = |⟨k|U(t)|l⟩|2 (14.32)

即本征态 |l⟩演化 t时间，演化过程由时间演化算符 U(t)描述。参考时间演化作用算符（??）式，
考虑到一阶，有

U(t) = U0(t) · UI(t)

≈ e−
i
ℏH0t ·

[
1− i

~

∫ t
0
dτVI(τ)

]
= e−

i
ℏH0t ·

[
1− i

~

∫ t
0
dτe

i
ℏH0τV e−

i
ℏH0τ

]
= e−

i
ℏH0t − i

~

∫ t
0
e−

i
ℏH0(t−τ) · V · e−

i
ℏH0τdτ (14.33)

在进一步讨论前，先看看上式的物理意义。设系统初态为 |l⟩，经过 t时间后，为 |ψl(t)⟩ = U(t)|l⟩。
如果微扰与系统的作用是一瞬间，即写成 V (t) = V δ(t′)，则上式不需要考虑积分。则 U0(t

′)|l⟩
表示系统初态 |l⟩先自由演化到时刻 t′；并在此时刻受到外届微扰 V 的作用，写为 V · [U0(t

′)|l⟩]；
作用是一瞬间完成，而后又开始了自由演化，时间为 t− t′，写为 U0(t− t′) · {V · [U0(t

′)|l⟩]}。由
于当前是恒定的外界微扰过程，要考虑每时每刻的作用，所以变成了一个积分的过程。于是跃迁

幅为

akl = ⟨k|U(t)|l⟩

≈ − i
~

∫ t
0
⟨k|e−

i
ℏH0(t−τ) · V · e−

i
ℏH0τ |l⟩dτ

= − i
~
e−

i
ℏ ϵkt ·

∫ t
0
e−

i
ℏ (ϵl−ϵk)τVkldτ (14.34)

或参考（3.305）式，有

akl = ⟨k|U(t)|l⟩

= ⟨k|
[
U0(t)−

i

~

∫ t
0
dτU0(t− τ)V (τ)U0(τ)

]
|l⟩

= ⟨k|e−
i
ℏH0t|l⟩ − i

~

∫ t
0
dτ⟨k|e−

i
ℏH0(t−τ)V (τ)e−

i
ℏH0τ |l⟩
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= e−
i
ℏ ϵlt⟨k|l⟩ − i

~

∫ t
0
dτe−

i
ℏ ϵk(t−τ)⟨k|V (τ)|l⟩e−

i
ℏ ϵlτ

= − i
~
Vkl · e−

i
ℏ ϵkt

∫ t
0
dτe−

i
ℏ (ϵl−ϵk)τ

= −Vkl · e
− i

ℏ ϵkt

ϵk − ϵl

[
e

i
ℏ (ϵk−ϵl)t − 1

]
=
−2iVkle−

i
ℏ ϵkte

iωklt

2

ϵk − ϵl
sin

(
ωklt

2

)
(14.35)

所以

Pk(t) = |akl|2 =
4|Vkl|2

|ϵk − ϵl|2
sin2

(
ωklt

2

)
=

4|Vkl|2

~2|ωkl|2
sin2

(
ωklt

2

)
=
|Vkl|2t2

~2
sinc2

(
ωklt

2

)
(14.36)

其中

eiθ − 1 = 2ieiθ/2 sin
θ

2
ωkl =

ϵk − ϵl
~

sinc =
sinx

x
(14.37)

14.5.3 讨论与分析

（1）跃迁概率随微扰时间的变化

2 /| mk| 4 /| mk| 6 /| mk| 8 /| mk|
t

4|Vmk|2
2

Pk m

0 2
4 0

4
4 0

6
4 0

8
4 0

t

P( mk)
mk = 0

mk = 2 0

mk = 3 0

mk = 4 0

图 14.2: 在常微扰作用下，跃迁概率呈周期性变化

（a）由式（14.30）可知，在常微扰作用下，跃迁到态 |m⟩概率随时间变化居然是周期性的，
振荡频率是原子跃迁频率 |ωmk/(2π)|，体系在时刻 Tn = 2nπ/|ωmk| (n = 1, 2, 3, · · · )回到初态
|k⟩，如图（14.2）所示。需要注意的是，跃迁概率的最大值 4|Vmk|2/(~2ω2)必须小于 1。但是这

个情况不是自动保证的，因为我们计算跃迁概率是基于一级近似表达式。换句话说，只有在微扰

H ′(t)很小，一级近似的精确度很高的情况下，才能确保 4|Vmk|2/(~2ω2) < 1，否则所得结果是

不可靠的。

（b）当微扰持续时间比较长（T →∞ ⇒ t→∞）时，利用 δ函数公式

lim
t→∞

sin2 xt

πtx2
= δ(x) (14.38)

有

Pk→m = lim
t→∞
|am(t)|2 =

1

~2
|H ′

mk|2πtδ
(ωmk

2

)
= 2πtδ(ωmk)

|Vmk|2

~2
(14.39)
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其中利用 δ(ax) = 1
|a|δ(x)，直接用这个公式会产生很大问题的。可见，t→ 0时，Pkl(t) ∝ t；而

t→ t∞时，Pkl(t) ∝ t2。

跃迁速率（transition rate）为

Rk→m =
dPk→m

dt
=

2π

~2
|Vmk|2δ(ωmk)

=
2π

~
|Vmk|2δ(Em − Ek) (14.40)

以上两式表明，对于常微扰，1）跃迁过程中满足能量守恒（这里的能量是总能量），只在初态能

量与末态能量相等时，跃迁概率才不为零；2）经过足够长时间后，它的跃迁速率与时间无关。

（2）跃迁概率随跃迁频率的变化

4 0 3 0 2 0 0 0 0 2 0 3 0 4 0
mk

0

2
4 0

4
4 0

6
4 0

8
4 0

t

0.0

4.5

9.0

13.5

18.0

22.5

27.0

31.5

36.0

40.5

6 /t ′ 4 /t ′ 2 /t ′ 0 2 /t ′ 4 /t ′ 6 /t ′
mk

P( mk) t = t ′

t = 2t ′

t = 4t ′

4 0 3 0 2 0 0 0 0 2 0 3 0 4 0
mk

P( mk)
t = 0
t = 2

4 0

t = 4
4 0

t = 6
4 0

图 14.3: 量子跃迁概率 P (ω)随跃迁频率 ω的变化

（a）体系虽然在微扰作用下会发生跃迁，但仍以最大概率处于初态 |k⟩（ωmk = 0）。能量离

初态越近的量子态（|ωmk| → 0），跃迁概率越大，如图（14.3）所示。

（b）由图（14.3）也可以看出，在时刻 tn = 2nπ/|ω|，体系处于初态 |k⟩。

（c）跃迁主要发生在主峰范围内 (−2π
t < ωmk <

2π
t )，即 t < 2π

ωmk
时间段。当 t较小时，主

峰宽度 ∆ωmk = 4π/t 较大，发生跃迁的 ωmk 范围较大，则跃迁 |k⟩ → |m⟩ 波及的末态 |m⟩ 较
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多。随着 t 的增大，主峰变窄，跃迁波及的末态减少，如图（14.4）所示。在主峰两侧的区域

(|ωmk| > 2π
t )，即在时间 t > 2π/|ωmk|之后，跃迁概率很小。

（d）主峰的宽度取决于跃迁频率 ωmk 的不确定范围 ∆ω ∼ 1/t。其中，t 是微扰作用的时

间，即体系状态变化的特征时间 ∆t。因此跃迁过程中存在能量与时间的测不准关系 ∆ω∆t ∼ 1

（∆E∆t ∼ ~）。

|ϕk⟩

|ϕm⟩

ω

ω

图 14.4: 系统从初态 |Φk⟩跃迁到末态 |Φm⟩

14.6 费米黄金定则

由图（14.4）可以看出，跃迁 |k⟩ −→ |m⟩波及多个末态 |m⟩（具有不同的能级 Em），各个

跃迁有不同的概率 |am(t)|2，那么从初态跃迁到这些末态的总概率为

P =
∑
m

|am(t)|2 (14.41)

如果这些末态构成一种连续谱，则上式改写为

P =

∫∞
−∞
|am(t)|2ρ(m)dEm (14.42)

其中 ρ(m)为末态的态密度。将 Pk−→m式（14.30）代入上式，并考虑到 dEm = ~dωmk，得

P =
1

~

∫∞
−∞
|Vmk|2

sin2

1

2
ωmkt


1

2
ωmk

2 ρ(m)dωmk (14.43)

这就是末态为连续谱情况下的跃迁概率。现在考虑长时间后的情况，即 t很大（但仍然满足 t < T）

情形。利用 δ函数极限表示，上式可改写为

P =
πt

~

∫∞
−∞
|Vmk|2δ

(
1

2
ωmk

)
ρ(m)dωmk (14.44)

假定 |Vmk|随跃迁频率 ωmk 的变化以及 ρ(m)随能级 Em的变化都是平坦的，因此可以移出

积分号，有

P =
2πt

~
|Vmk|2ρ(m)

∫∞
−∞

δ(x)dx =
2πt

~
|Vmk|2ρ(m) (14.45)

可见跃迁概率与时间 t成正比，累积的时间越长，跃迁概率越大，这是容易理解的。当末态变化

是连续的时，单个末态情况下的“奇异”振动线性消失了，跃迁概率变得很简单。单位时间的跃

迁概率，即跃迁速率为

R =
dP

dt
=

2π

~
|Vmk|2ρ(m) (14.46)

xuanleng.me@gmail.com 344 目录

xuanleng.me
mailto:xuanleng.me@gmail.com


挖
坑
不
少
，
保
持
警
惕

欢
迎
提
醒
指
正
—
—
冷
轩

xuanleng.me

这是一个常数。这就是费米黄金定则。

14.7 周期性微扰

外界微扰随时间作周期性变化是一种更切合实际的情况，物质在激光场作用下就是这种情

况，由此得出的结果可直接应用于讨论光的吸收和发射。设微扰为

H ′(t) = Â cosωt =
Â

2
(eiωt + e−iωt) = F̂ (eiωt + e−iωt) (14.47)

其中 F̂ = Â
2 是与时间 t无关的算符，ω是周期性微扰的角频率。

若系统初态 t′ = 0时处于 |k⟩态，则在 t′ = t时跃迁到 |m⟩态的概率振幅是

am(t) =
1

i~

∫ t
0
H ′
mke

iωmkt
′
dt′ =

1

i~

∫ t
0
⟨m|F̂ (eiωt′ + e−iωt

′
)|k⟩eiωmkt

′
dt′

=
1

i~
⟨m|F̂ |k⟩

∫ t
0

[
ei(ωmk+ω)t

′
+ ei(ωmk−ω)t′

]
dt′

= −Fmk
~

[
ei(ωmk+ω)t − 1

ωmk + ω
+
ei(ωmk−ω)t − 1

ωmk − ω

]
(14.48)

其中

Fmk = ⟨m|F̂ |k⟩ ωmk = (Em − Ek)/~ (14.49)

由

ei(ωmk+ω)t − 1 = ei(ωmk+ω)
t
2 ei(ωmk+ω)

t
2 − ei(ωmk+ω)

t
2 e−i(ωmk+ω)

t
2

= ei(ωmk+ω)
t
2

[
ei(ωmk+ω)

t
2 − e−i(ωmk+ω)

t
2

]
= 2iei(ωmk+ω)

t
2 sin

[
ωmk + ω

2
t

]
(14.50)

同理，可得

ei(ωmk−ω)t − 1 = 2iei(ωmk−ω) t
2 sin

[
(ωmk − ω)

t

2

]
(14.51)

于是，跃迁概率为

Pk→m =
|Fmk|2

~2
|B+ +B−|2 (14.52)

其中

B+ =
ei(ωmk+ω)t − 1

ωmk + ω
= 2iei(ωmk+ω)t/2

sin [(ωmk + ω)t/2]

(ωmk + ω)/2
(14.53)

B− =
ei(ωmk−ω)t − 1

ωmk − ω
= 2iei(ωmk−ω)t/2 sin [(ωmk − ω)t/2]

(ωmk − ω)/2
(14.54)

讨论与分析：

（1）当系统能级 Em > Ek，微扰频率 ω ≈ (Em−Ek)/~ = ωmk（|ω−ωmk| ≪ |ωmk|）时，对
于 B+项，因为 eix = cosx+ i sinx和 sinx都不会大于 1，分母又很大，可以略去，起主要作用

的是 B−。此时由低能态跃迁到高能态，跃迁概率为

Pk→m =
4|Fmk|2

~2
sin2

[
1
2(ωmk − ω)t

]
(ωmk − ω)2

(14.55)

令 4|Fmk|2/~2 = 1，Pk→m函数分布如图（14.5）所示。
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图 14.5: 量子跃迁概率 P (ω)随跃迁频率 ω的变化

反之，当系统能级 Em < Ek，微扰频率 ω ≈ (Em − Ek)/~ = −ωmk（|ω + ωmk| ≪ |ωmk|）
时，起主要作用的是 B+，可以略去 B−。此时由高能态跃迁到低能态，跃迁概率为

Pk→m =
4|Fmk|2

~2
sin2

[
1
2(ωmk + ω)t

]
(ωmk + ω)2

(14.56)

合并表示为

Pk→m =
4|Fmk|2

~2
sin2

[
1
2(ωmk ± ω)t

]
(ωmk ± ω)2

=
2|Fmk|2

~2
1− cos[(ωmk ± ω)t]

(ωmk ± ω)2
(14.57)

上述两种情况跃迁概率相等，这个结论可以用来讨论光的吸收与受激发射。上式表明，周期性微

扰情况下的跃迁概率与常微扰有相同的函数形式，唯一的区别是 ωmk − ω 代替了 ωmk。这意味

着，周期性微扰体系的跃迁概率是相对于微扰频率 ω而言的：

跃迁概率的振荡频率为 |ωmk − ω|/(2π)；
跃迁概率最大值 |Vmk|2/[~2(ωmk − ω)2]必须小于 1；

在时刻 tn = 2nπ/|ωmk − ω|，体系回到初态 |k⟩；
对于给定的初态 |k⟩，体系以最大的概率出现在跃迁频率 ωmk 等于驱动频率 ω 的状态，这

是一种“共振跃迁”（ωmk = ω）。

（2）随着微扰作用时间 t增加，归一化跃迁概率函数 Pk→m函数分布如图（14.6）所示哦。

特别的，当 t→∞时，

Wk→m =
|Fmk|2

~2
πtδ

(
ωmk ± ω

2

)
=

2πt

~2
|Fmk|2δ(ωmk ± ω)

=
2πt

~2
|Fmk|2δ(Em − Ek ± ~ω) (14.58)

跃迁速率为

Rk→m =
dWk→m

dt
=

2π

~
|Fmk|2δ(Em − Ek ± ~ω) (14.59)
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图 14.6: 不同微扰时间下的跃迁概率

可见随着微扰作用时间变长，能引起跃迁的频率越是接近ωmk。当微扰作用的时间足够长后，跃迁

速率则与时间无关。跃迁过程满足能量守恒定律，当且仅当周期性微扰的频率 ω满足Em−Ek =
±~ω 时，才发生跃迁。此时可能吸收一份 ~ω 能量由低能态跃迁到高能态，也可能放出一份 ~ω

能量，从高能态跃迁到低能态。

（3）当周期性微扰的频率 ω → 0时，式（14.59）过渡到式（14.40），这个结果是非常自然

的。因为 ω → 0时，周期性微扰过渡到常微扰。

（4）共振宽度和时间能量测不准关系

共振宽度可以近似认为是 ω = ωmk 两边Wk→m 的两个第一零值间的频差，如图（14.5）所

示，即

∆ω ≈ 4π

t
(14.60)

第二个极大值出现在 ωmk − ω =
3π

t
的位置，其高度仅为共振时高度的

4

81
。上式反应了时间能

量测不准关系。

（5）微扰处理跃迁问题的条件

微扰处理适用于弱光场与物质相互作用的情形。我们取一级近似，意味着要求

Wk→m ≪ 1 (14.61)

由于Wk→m的最大值为 t2/4，则
H ′
mk

~
≪ 1

t
(14.62)

另外，为了满足共振要求，共振宽度应满足

∆ω ≪ 2|ωmk| (14.63)

于是，有

t≫ 2π

ωmk
=

1

νmk
= Tmk (14.64)
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这意味着微扰作用时间 t内，电磁波要完成许多次振荡。如果不满足，则不能用简谐微扰的处理

方法。当一级近似不满足时，我们应考虑高级近似或着严格求解。二能级系统的拉比解就属于严

格求解。
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第十五章 散射理论

1在量子力学中，散射现在也称为碰撞现象。1）弹性碰撞（弹性散射）：一粒子与另一粒子

碰撞的过程中，只有动能的交换，粒子内部状态并无改变。2）非弹性碰撞（非弹性散射）：碰撞

中粒子内部状态有所改变。

15.1 束缚态理论与散射理论的比较

束缚态理论兴趣在于如何求出体系的离散的能量本征值和本征态，以及在外界作用下它们

之间的量子跃迁概率。在实验上是主要通过光谱线的波长（频率）及谱线强度的观测，选择定则

的分析等来获取有关的信息。

散射理论散射态是一种非束缚态，涉及体系能谱的连续区部分，人们可以自由地控制入射

粒子的能量，这与处理束缚态的着眼点有所不同。在散射问题中，人们感兴趣的是散射粒子的角

分布以及散射过程中粒子各种性质（例如，极化，角关联等）的变化。由于角分布等的实验观测

都是在离开靶子“很远”的地方（相对而言，r ≫ λ，λ是入射粒子的德布罗意波长）进行，因此

角分布依赖于波函数在 r →∞的渐近行为。所以散射理论的兴趣不在于求能量本征值，而在于
研究波函数在 r →∞处的渐近行为，它与入射粒子能量，入射粒子与靶粒子的相互作用等有关。

15.2 粒子被另一粒子或力场散射的描述

考虑一束粒子流（例如电子流）沿着 Z 轴向粒子 A（例如原子）射来，A称为散射中心。设

A的质量比入射粒子的质量大得多，由碰撞而引起的 A的运动可以略去。

散射角 θ：粒子被散射后的运动方向与入射方向之间的夹角。

入射粒子流强度N：垂直于入射粒子流前进的方向取一单位面积 s0，单位时间内穿过 s0的

粒子数。

1、单位时间内散射到面积元 ds上的粒子数 dn

（1）与 ds成正比，与 ds到 A点距离平方成反比，即与 ds对 A所张得立体角 dΩ成正比

dn ∼ dΩ =
ds

r2
(15.1)

（2）还与入射粒子流强度 N 成正比

dn ∼ NdΩ (15.2)

2、以 q表示比例关系中的比例系数，在一般情况下，它与观察的方向 (θ, φ)（将粒子流沿 z

轴入射，能体会 θ, φ吧，想球坐标）有关，即 q(θ, φ)，有

dn = q(θ, φ)NdΩ (15.3)

3、当强度 N 固定时，单位时间内散射到 θ, φ方向的粒子数 dn由 q(θ, φ)决定。q(θ, φ)与

入射粒子、散射中心的性质以及它们之间的相互作用和相对动能有关。对 q(θ, φ)进行量纲分析，

1参考：周世勋《量子力学教程》
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q(θ, φ)具有面积的量纲，称 q(θ, φ)为微分散射截面。其物理意义为：一个入射粒子经散射后，散

射到 θ, φ方向单位立体角的概率。

4、将 q(θ, φ)dΩ对立体角，即所有可能方向积分，得

Q =

∫
q(θ, φ)dΩ =

∫π
0

∫2π
0
q(θ, φ) sin θdθdφ (15.4)

（这个积分，注意看看球坐标下体积元：dv = r2 sin θdrdφdθ）Q称为总散射截面，表示一个入射

粒子被散射后，散射到任何方向的概率。

15.3 由解薛定谔方程来定散射截面

取散射中心为坐标原点。用 U(r⃗)表示入射粒子与散射中心之间的相互作用势能，则体系的

薛定谔方程写为

− ~2

2m
∇2ψ + U(r⃗)ψ = Eψ (15.5)

令

k2 =
2mE

~2
=
p2

~2
(15.6)

V (r⃗) =
2m

~2
U(r⃗) (15.7)

则

∇2ψ + [k2 − V (r⃗)]ψ = 0 (15.8)

我们观察被散射粒子都是在离开散射中心很远的地方，所以只需讨论 r → ∞ 时 ψ 的行为就够

了。

假设 r →∞时，U(r⃗)→ 0，即在粒子远离散射中心时，两者之间的相互作用趋于零。这样，

在→∞的地方，波函数应由两部分组成

(1) 描写入射粒子的平面波：ψ1 = Aeikz；

(2) 描写散射粒子的球面散射波：ψ2 = f(θ, φ) e
ikr

r 。

这个波是由散射中心向外传播的，有

ψr→∞ → ψ1 + ψ2 = Aeikz + f(θ, φ)
eikr

r
(15.9)

这里考虑的是弹性散射，所以散射波的能量没有改变，即波矢 k的数值不变。上式中 f(θ, φ)仅

是 θ和 φ的函数，而与 r无关。取A = 1，则 |ψ1|2 = 1，这表明每个单位体积只有一个入射粒子。

（1）入射波的几率流密度是

Jz =
i~
2m

[
ψ1
∂ψ∗

1

∂z
− ψ∗

1

∂ψ1

∂z

]
=

i~
2m

[−ikψ1ψ
∗
1 − ikψ∗

1ψ1]

=
~k
m

= v (15.10)

v 是粒子的速率。它在数值上等于单位时间内穿过垂直粒子前进方向即 z 轴上单位面积的粒子

数，即入射粒子流的强度 N。
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（2）散射波的概率流密度是

Jr =
i~
2m

[
ψ2
∂ψ∗

2

∂r
− ψ∗

2

∂ψ2

∂r

]
=

i~
2m
|f(θ, φ)|2

[
eikr

r

∂

∂r

e−ikr

r
− e−ikr

r

∂

∂r

eikr

r

]
=

i~
2m
|f(θ, φ)|2

(
−2ik

r2

)
=

~k
mr2
|f(θ, φ)|2

=
v

r2
|f(θ, φ)|2 (15.11)

Jr 表示单位时间内穿过球面上单位面积的粒子数。

单位时间穿过面积 ds的粒子数是

dn = Jrds =
v

r2
|f(θ, φ)|2ds = v|f(θ, φ)|2dΩ (15.12)

由 dn = q(θ, φ)NdΩ、v = N，有

q(θ, φ) = |f(θ, φ)|2 (15.13)

f(θ, φ)称为散射振幅。f(θ, φ)的具体形式通过求薛定鄂方程的解并要求在 r →∞时解具有（2）

的形式得出。

15.4 散射截面

dn：单位时间内散射到面积 ds上的粒子数。

N：入射粒子流强度，垂直于入射粒子流前进的方向取一单位面积 s0，单位时间内穿过 s0

的粒子数。

dn ∼ N ds

r2
dΩ =

ds

r2

dn = q(θ, φ)NdΩ

q(θ, φ)为微分散射截面，与 θ, φ有关。

总散射截面

Q =

∫
q(θ, φ)dΩ =

∫π
0

∫2π
0
q(θ, φ) sin θdθdφ (15.14)

15.5 中心力场中的弹性散射

15.5.1 分波法（低能）

微分散射截面

q(θ, φ) = |f(θ, φ)|2 =

∣∣∣∣∣1k
∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)e
iδl sin δl

∣∣∣∣∣
2

(15.15)

总散射截面

Q =
∞∑
l=0

Ql (15.16)
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Ql =
4π

k2
(2l + 1) sin2 δl （第 l分波的散射截面） (15.17)

对于 s分波
d2U0

dr2
+ [k2 − V (r)]U0 = 0 (15.18)

其中 U0不用管它，一个形式；k2 = 2mE
~2 、V (r) = 2m

~2 U(r⃗)这几个注意下。

f(θ) =
1

k
eiδ0 sin δ0

Q0 =
4π

k2
sin2 δ0

15.5.2 Born近似法（高能）

粒子质量为 m，势场是 V (r⃗)，入射粒子波数 k⃗i，散射粒子波数 k⃗f。对于弹性散射，散射前

后波数大小不变

ki = kf = k k2 =
2mE

~2
(15.19)

散射粒子与入射粒子波数矢量差

k⃗f − k⃗i = q⃗ q = q(θ) = 2k sin
θ

2
(15.20)

q(θ)画个图就知道。于是，散射振幅为

f(θ, φ) = − m

2π~2

∫
e−iq⃗r⃗V (r⃗)dτ (15.21)

微分散射截面

σ(θ, φ) = |f(θ, φ)|2 (15.22)

对于中心势 V (r)，散射振幅与 φ无关，有

f(θ) = −2m

~2q

∫∞
0
V (r)r sin qrdr (15.23)

σ(θ) = |f(θ)|2 q = 2k sin
θ

2
(15.24)

对于玻恩近似用到的一些积分

u0e
−ar =⇒

∫∞
0
re−ar sin krdr =

2ak

(a2 + k2)2
(15.25)

u0e
−a2r2 =⇒

∫∞
0
e−a

2r2 cos krdr =

√
πe−

k2

4a2

2a
(15.26)

u0
e−ar

r
=⇒

∫∞
0
e−ar sin krdr =

k2

a2 + k2
(15.27)

u0
1

r2
=⇒

∫∞
0

sin kr

r
dr =

π

2
(15.28)

(15.29)
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15.5.3 Born近似法计算各种散射的微分截面

(1) V (r) =

−V0, r < a

0, r > a

解：

f(θ) = −2m

~2q

∫a
0
(−V0)r sin qrdr =

2mV0
~2q

∫a
0
r sin qrdr (15.30)∫

r sin qrdr = −1

q

∫
rd cos qr = −1

q
(r cos qr −

∫
cos qrdr)

= −1

q
(r cos qr − 1

q
sin qr) =

1

q2
sin qr − r

q
cos qr (15.31)

于是 ∫a
0
r sin qrdr =

1

q2
sin qa− a

q
cos qa (15.32)

σ(θ) =

[
2mV0
~2q3

(sin qa− qa cos qa)
]2

=
4m2V 2

0

~4q6
(sin qa− qa cos qa)2 (15.33)

(2) V (r) = V0e
−αr2 (α > 0)

解：

f(θ) = −2mV0
~2q

∫∞
0
e−αr

2
r sin qrdr (15.34)∫∞

0
e−αr

2
r sin qrdr =

∫∞
0

1

(−α2r)
r sin qrde−αr

2
= − 1

2α

∫∞
0

sin qrde−αr
2

= − 1

2α
(sin qre−αr

2∣∣∞
0
−
∫∞
0
e−αr

2
d sin qr)

=
q

2α

∫∞
0
e−αr

2
cos qrdr,

(
sin qre−αr

2∣∣∞
0

= 0
)

=
q

4α

∫+∞

−∞
e−αr

2
cos qrdr, (e−αr

2
cos qr)为偶函数

=
q

4α

∫+∞

−∞

1

2
e−αr

2
(eiqr + e−iqr)dr

=
q

8α

∫+∞

−∞
(e−αr

2+iqr + e−αr
2−iqr)dr

=
q

8α

√
π

α
(e−

q2

4α + e−
q2

4α ),

(∫+∞

−∞
e−αx

2+βxdx =

√
π

α
e

β2

4α

)
=

q

4α

√
π

α
e−

q2

4α (15.35)

σ(θ) = |f(θ)|2 = 4m2V 2
0

~4q2
· q2

16α2

π

α
e−

q2

2α =
πm2V 2

0

4α3~4
e−

q2

2α (15.36)

(3) V (r) = χ
e−αr

r
(α > 0)
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解：

f(θ) = −
2m

~2q

∫∞
0
V (r)r sin qrdr q = 2k sin

θ

2
(15.37)

f(θ) = −
2m

~21

∫∞
0
χ
e−αr

r
r sin qrdr = −

2mχ

~2q

∫∞
0
e−αr sin qrdr (15.38)

I =

∫∞
0
e−αr sin qrdr = −

1

a

∫∞
0

sin qrde−αr

= −
1

α
(sin qre−αr

∣∣∣∞
0
− q

∫∞
0
e−αr cos qrdr) = −

q

α2

∫∞
0

cos qrde−αr

= −
q

α2
(cos qre−αr

∣∣∣∞
0

+ q

∫∞
0
e−αr sin qrdr) = −

q

α2
(−1 + qI) (15.39)

即

I =

∫∞
0
e−αr sin qrdr =

q

α2 + q2
(15.40)

f(θ) = −
2mχ

~2q
q

α2 + q2
(15.41)

σ(θ) = |f(θ)|2 =
4m2χ2

~4
1

(α2 + q2)2
(15.42)

（4）点电荷的 Coulomb势是一个长程势（力程为∞）。严格说来，点电荷的 Coulomb散射不能用

Born近似来处理。但我们不妨把点电荷的 Coulomb势

V (r) =
b

r
(15.43)

看成 Yukawa势

V (r) =
be−αr

r
(15.44)

的长程极限。

解：这个问题在曾谨言《量子力学》卷 I第四版中 13.2.3节有讲。这可以直接利用上题结果。

f(θ) = −
2m

~2q

∫∞
0
V (r)r sin qrdr = −

2mb

~2q

∫∞
0
e−αr sin qrdr

= −
2mb

~2q
q

α2 + q2
(15.45)

取极限 α→ 0，有

f(θ) = − lim
α→0

2mb

~2q
q

α2 + q2
= −

2mb

~2w2
= −

mb

2~2k2 sin2 θ2
(15.46)

(5) V (r) = V0e
−αr (α > 0)
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解：

f(θ) = −
2m

~2q

∫∞
0
V (r)r sin qrdr q = 2k sin

θ

2

= −
2mV0

~2q

∫∞
0
e−αrr sin qrdr

= −
4mV0α

~2(α2 + q2)2
(15.47)

σ(θ) = |f(θ)|2 =
16m2V 2

0

~4
α2

(α2 + q2)4
(15.48)

(6) V (r) =
α

r2

解：

f(θ) = −
2m

~2q

∫∞
0
V (r)r sin qrdr (q = 2k sin

θ

2
)

= −
2mα

~2q

∫∞
0

sin qr

r
dr

= −
πα

~2q
(15.49)

σ(θ) = |f(θ)|2 =
π2m2α2

~4q2
(15.50)

(7) V (r) = bδ(r − a)

解：

f(θ) = −
2m

~2q

∫∞
0
V (r)r sin qrdr (q = 2k sin

θ

2
)

= −
2m

~2q

∫∞
0
b sin qrδ(r − a)dr

= −
2mb

~2q
a sin qa = −

2mba2

~2
sin(2ak sin θ

2)

2ak sin θ
2

(15.51)

σ(θ) =
4m2a2b2

~4q2
sin2 qa (15.52)
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附录 A 数值求解任意一维、二维、三维局域势场定态薛定

鄂方程

S.A. Chin、S. Janecek和 E. Krotscheck在文献“An arbitrary order diffusion algorithm for solving

Schrödinger equations”中给出了数值求解任意一维、二维、三维局域势场定态薛定鄂方程程序源

代码。感兴趣的话可以去下载学习使用。这篇文献就是程序原理和使用方法的说明书，需要反复

阅读。这里简单介绍下并给出一些例子。

A.1 程序编译与使用

A.1.1 注意事项

源代码目录下有个隐藏目录“.obs”，里面有一系列的“.o”文件。目的应该是为了加快编

译速度。但是也会引发问题，当更换势场函数重新编译时，新的势场函数并不会得到编译。

为了保险起见，每次编译时最好把“.obs”目录下的“vusr.o”文件删去再编译。

数值计算终归是有限的，特别是边界范围的有限性。在保证足够大的边界范围内，坐标间

隔越小计算结果越准确。也就是说，当改小坐标步长时，就要相应的扩大计算范围，这样

会增大计算量。所以要采取合适的参数范围。

对于二维情形，Mesh大小最好不要超过 64，因为此时已经是 128×128的元素个数为 16384

的大矩阵了，计算机打开和后续处理都不方便。

A.2 势场预览程序

对于数值求解定态薛定鄂方程。具体参数的考虑都是很有必要的。为了方便的把握相关参

数，我编写了绘制势场函数的程序。在进行求解之前，绘制势场函数观察一下，能对求解结果有

很好的理解。这里编写的绘制势场函数程序跟求解薛定鄂方程程序参数输入保持了高度的一致

性。

A.2.1 一维势场函数绘制程序

A.3 输出文件格式说明

（1）本征值输出文件：prefix.eval、prefix.hvar。本征值输出文件的详细说明在文献的表格 5

中。

prefix.eval是本征值输出文件，prefix.hvar是本征值方差输出文件。

prefix.eval包含多行，每行是每个时间步长的收敛值。而最后一行是我们所关注的，即设定

精度下的最终本征值。

prefix.eval文件也包含多列，前四列是迭代数、虚时间步长等说明，详见文献表格 5。

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0010465509001131
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0010465509001131
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prefix.eval文件从第 5列开始就是各个本征态的本征值了，由 2*MORB列构成。其中MORB

是在输入参数定义文件 prefix.mesh中定义的需要求解的本征态个数。对于每个本征值分别

由收敛本征值和期望本征值构成。

prefix.hvar文件格式与 prefix.eval文件格式一致。

（2）本征函数输出文件

本征函数输出文件比较复杂。对于一维、二维、三维情形，程序是分开独立的。另一方面，

程序的设计者为了加快运行速度，设计成可以读取相似势场本征函数作为初态，这样为了方便，

本征函数输出文件储存为二进制文件。对于一些输出文件较大情形，甚至不输出。对于用户而

言，就没法拿到本征函数的数据了。所以我对输出代码部分做了一些修改，原来加速功能失效。

本征函数输出子程序在 readd.f90中，请参考相关部分修改。分别就三种情形来说明。

1)从 128行开始，一维输出代码修改如下，

IF (LEN(TRIM(FNAME)).EQ.0) RETURN

!OPEN (INEW,FILE=FNAME,FORM=’UNFORMATTED’,ERR=99)

OPEN(INEW,FILE=FNAME,FORM=’FORMATTED’,ERR=99)

NX = INT(MX, KIND=KIND(I8))

NY = INT(MY, KIND=KIND(I8))

NZ = INT(MZ, KIND=KIND(I8))

NORB = INT(MORB, KIND=KIND(I8))

WRITE (INEW,*) NX, ’,’, NY, ’,’, NZ, ’,’, NORB

IP = 0

DO IE = 1, MORB

WRITE (INEW,*) ’eigenvalue:␣’, ’,’, EVAL(IE)

write (INEW,*) ’x’, ’,’, ’psi’, ’,’, ’psi^2’, ’y’, ’,’, ’z’

DO IZ = -MZ, MAX0(0,MZ-1)

DO IY = -MY, MAX0(0,MY-1)

!It seems the construct (-MX:MX-1) does not work on some of the

!the Intel compilers for long records.

IP = IP + 1

do IX = -MX, MX-1

write(INEW,100) real(IX), EVEC(IX,IP), EVEC(IX,IP)**2, real(IY), real(IZ)

enddo

END DO

END DO

END DO

CLOSE(INEW)

RETURN

99 WRITE (IOUT,99999) TRIM(FNAME)

STOP

99999 FORMAT (’␣Cannot␣open␣binary␣output␣data␣file␣’,(A))

100 format(4(f20.10,’,’),f20.10)

END SUBROUTINE SAVED
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A.4 一维实例

A.4.1 一维无限深势阱

A.4.1.1 势函数的表示和参数定义

一维无限深势阱的定义为

V (x) =

∞ |x| > a

0 |x| < a
(A.1)

本征值为

En =
n2π2~2

8ma2
(n = 1, 2, 3 · · · ) (A.2)

本征函数为

ψn =


1√
a
sin nπ

2a (x+ a) |x| < a

0 |x| > a
(A.3)

在数值情形下，程序的单位为 ~2
2m，并令

~2
2m = 1、a = 20。此时解析解的本征值为

En =
n2π2

4a2
=

π2

4× 202
n2 = 0.00616225n2 (n = 1, 2, 3 · · · ) (A.4)

在数值情形下，不存在无穷大，我们把无穷大设为计算机能提供的最大值的 1/10。也就说，

用一个超级深的有限深势阱来近似无限深势阱，其势场如下图所示

1d infinite potenital well

V
(x

)

0

5e+306

1e+307

1.5e+307

2e+307

0

5e+306

1e+307

1.5e+307

2e+307

x
−30 −20 −10 0 10 20 30

−30 −20 −10 0 10 20 30

图 A.1: 一维无限深势阱数值势场。阱壁大小为 10307 的数量级。

数值计算的势场函数 vusr.f90定义为

SUBROUTINE VUSR(V,X,RPAR,IPAR,IER)

IMPLICIT NONE

REAL (KIND(0.D0)), INTENT(IN) :: X,RPAR(10)

INTEGER, INTENT(IN) :: IPAR(10)

INTEGER, INTENT(OUT) :: IER

REAL (KIND(0.D0)), INTENT(OUT) :: V

if( X<=20 .and. x>=-20 ) then
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xuanleng.me 第一章 数值求解任意一维、二维、三维局域势场定态薛定鄂方程

V = 0.d0

else V = huge(1.d0)/10.0

endif

IER = 0

RETURN

END SUBROUTINE VUSR

数值计算的 1d-inf-well.mesh文件设置为

&MESH

MX = 128 ! Mesh size is -MX:MX-1,MY:MY-1,MZ:MZ-1

HR = 0.16 ! Coordinate space discretizaton

MORB = 11 ! We keep 4 otbitals

ORDER = 9 ! 9th order Laplacian

ESTP = 2.D0 ! beginning time step

ESTE = 0.001D0 ! ending time step

IMSG = 31 ! Message level

MAXIM = 99 ! Number of iterations for given time step

MANY = 5 ! Algorithm order

RMUL = 0.5 ! ramp multiplicator

EPSI = 1.D-9 ! Accuracy of inner loop

EPSR = 1.D-7 ! Accuracy of calculation

/

数值计算的 1d-inf-well.model文件设置为

&MODEL

H2M = 1.0D0

NORB = 10

rpar(1) = 1.D0

rpar(2) = 1.D0

rpar(3) = 1.D0

ipar(1) = 2

ipar(2) = 2

ipar(3) = 2

INFILE = "osc.dat"

OUTFIL = "1d-inf-well.ods"

/
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A.4.1.2 数值计算结果和解析解对比

1）本征值

能级 解析解 数值解 误差
1 0.00616225 0.00608061 1.32%
2 0.02464900 0.02432246 1.32%
3 0.05546025 0.05472552 1.32%
4 0.09859600 0.09728982 1.32%
5 0.15405625 0.15201531 1.32%
6 0.22184100 0.21890207 1.32%
7 0.30195025 0.29794997 1.32%
8 0.39438400 0.38915928 1.32%
9 0.49914225 0.49252956 1.32%
10 0.61622500 0.60806285 1.32%

2）本征态 ψ2

n = 1

ψ
2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
−20 −10 0 10 20

−20 −10 0 10 20

n = 2

ψ
2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
−20 −10 0 10 20

−20 −10 0 10 20

n = 3

ψ
2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
−20 −10 0 10 20

−20 −10 0 10 20

n = 4

ψ
2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
−20 −10 0 10 20

−20 −10 0 10 20

n = 9

ψ
2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
−20 −10 0 10 20

−20 −10 0 10 20

n = 10

ψ
2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
−20 −10 0 10 20

−20 −10 0 10 20

图 A.2: 不同能级的 ψ2。

A.4.2 一维谐振子

A.4.2.1 势函数的表示和参数定义

一维谐振子的势场为

V (x) =
1

2
mω2x2 (A.5)
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本征值为

En =

(
n+

1

2

)
~ω (n = 0, 1, 2, · · · ) (A.6)

在数值计算的情形下，为了方便，令 ω = ~−1，这样本征值为 En = (n+ 1
2)，方便查看。此

时，势场函数变为 V (x) = 1
2
m
~2x

2。考虑到程序的单位为 ~2
2m，于是程序中的势场函数为 V (x) =

1
2
m
~2x

2 2m
~2 = m

~2
m
~2x

2。此时如果将m值设置为m = ~2（ ~2
2m = 1

2），即程序参数文件中 H2M设置

为 0.5。势场中的函数可以进一步简化为 V (x) = x2。

1d harmonic oscillator

V
(x

)

0

5

10

15

20

25

0

5

10

15

20

25

X
−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

图 A.3: 一维谐振子势。

数值计算的势场函数 vusr.f90定义为

SUBROUTINE VUSR(V,X,RPAR,IPAR,IER)

IMPLICIT NONE

REAL (KIND(0.D0)), INTENT(IN) :: X,RPAR(10)

INTEGER, INTENT(IN) :: IPAR(10)

INTEGER, INTENT(OUT) :: IER

REAL (KIND(0.D0)), INTENT(OUT) :: V

!

V = RPAR(1)*X**IPAR(1)

IER = 0

RETURN

END SUBROUTINE VUSR

数值计算的 1d-inf-well.mesh文件设置为

&MESH

MX = 128 ! Mesh size is -MX:MX-1,MY:MY-1,MZ:MZ-1

HR = 0.05 ! Coordinate space discretizaton

MORB = 12 ! We keep 4 otbitals

ORDER = 9 ! 9th order Laplacian
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ESTP = 2.D0 ! beginning time step

ESTE= 0.000D0!ending time stepIMSG = 31 ! Message level

MAXIM = 99 ! Number of iterations for given time step

MANY = 5 ! Algorithm order

RMUL = 0.5 ! ramp multiplicator

EPSI = 1.D-9 ! Accuracy of inner loop

EPSR = 1.D-7 ! Accuracy of calculation

/

数值计算的 1d-inf-well.model文件设置为

&MODEL

H2M = 0.5D0

NORB = 11

rpar(1) = 1.D0

rpar(2) = 1.D0

rpar(3) = 1.D0

ipar(1) = 2

ipar(2) = 2

ipar(3) = 2

INFILE = "osc.dat"

OUTFIL = "osc.ods"

/
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A.4.2.2 数值计算结果

1）本征值

能级 解析解 数值解
0 0.5 0.5
1 1.5 1.5
2 2.5 2.5
3 3.5 3.5
4 4.5 4.4999999999
5 5.5 5.4999999999
6 6.5 6.4999999965
7 7.5 7.5000000251
8 8.5 8.4999997717
9 9.5 9.5000014806
10 10.5 10.4999904197

2）本征态 ψ2
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图 A.4: 不同能级的 ψ2。
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A.5 二维实例

A.5.1 二维谐振子

A.5.1.1 势函数的表示和参数定义

二维谐振子的势场为1

V (x, y) =
1

2
mω2x2 +

1

2
mω2y2 (A.7)

相应的本征值为

Enxny =

(
nx +

1

2

)
~ω +

(
ny +

1

2

)
~ω = (nx + ny + 1)~ω (nx, ny = 0, 1, 2, · · · ) (A.8)

在数值计算的情形下，和一维类似，我们设 ω = ~−1、m = ~2。此时本征值简化为 Enxny =

nx + ny + 1，势场函数简化为 V (x, y) = x2 + y2。

real-V

-8
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-4
-2

 0
 2

 4
 6

 8

ωτ  (cm -1)

-8 -6 -4 -2  0  2  4  6  8

ωt  (cm -1)

 0
 5

 10
 15
 20
 25
 30
 35
 40
 45

real-V

-8 -6 -4 -2  0  2  4  6  8

ωτ (cm-1)
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-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6

 8

ω
t (

cm
-1

)

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 45

图 A.5: 二维谐振子势。

但是，这时出现了简并情形：E1
0,0 = 1，无简并；E2

0,1 = E2
1,0 = 2，2重简并；E3

0,2 = E3
1,1 =

E3
2,0 = 3，3重简并；E4

0,3 = E4
1,2 = E4

2,1 = E4
3,0 = 4，4重简并。

数值计算的势场函数 vusr.f90定义为

SUBROUTINE VUSR(V,X,Y,RPAR,IPAR,IER)

IMPLICIT NONE

REAL (KIND(0.D0)), INTENT(IN) :: X,Y,RPAR(10)

INTEGER, INTENT(IN) :: IPAR(10)

INTEGER, INTENT(OUT) :: IER

REAL (KIND(0.D0)), INTENT(OUT) :: V

V = RPAR(1)*X**IPAR(1) + RPAR(2)*Y**IPAR(2)

IER = 0

RETURN

END SUBROUTINE VUSR

数值计算的 2d-har-osc.model文件设置为

1读者可以试试m、ω不同的情形
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&MODEL

H2M = 0.5D0

NORB = 11

rpar(1) = 1.D0

rpar(2) = 1.D0

rpar(3) = 1.D0

ipar(1) = 2

ipar(2) = 2

ipar(3) = 2

INFILE = "osc.dat"

OUTFIL = "osc.ods"

/

数值计算的 2d-har-osc.mesh文件设置为

&MESH

MX = 64 ! Mesh size is -MX:MX-1,MY:MY-1,MZ:MZ-1

MY = 64 ! Mesh size is -MX:MX-1,MY:MY-1,MZ:MZ-1

HR = 0.1 ! Coordinate space discretizaton

MORB = 12 ! We keep 4 otbitals

ORDER = 9 ! 9th order Laplacian

ESTP = 2.D0 ! beginning time step

ESTE = 0.001D0 ! ending time step

IMSG = 31 ! Message level

MAXIM = 99 ! Number of iterations for given time step

MANY = 4 ! Algorithm order

RMUL = 0.5 ! ramp multiplicator

EPSI = 1.D-9

EPSR = 1.D-7

/
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A.5.1.2 数值计算结果

1）本征值

能级 解析解 数值解
1 1 1 0.9999999975
2 2 2 1.9999999954
3 2 2 1.9999999954
4 3 3 2.9999999921
5 3 3 2.999999994
6 3 3 2.9999999955
7 4 4 3.9999999871
8 4 4 3.9999999871
9 4 4 3.9999999938
10 4 4 3.9999999938

bc 2）本征态 ψ2
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图 A.6: 不同能级的 ψ2。画图程序原因，坐标轴没更正。
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图 A.7: 不同能级的 ψ2。画图程序原因，坐标轴没更正。
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图 A.8: 不同能级的 ψ2。画图程序原因，坐标轴没更正。
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图 A.9: 不同能级的 ψ2。画图程序原因，坐标轴没更正。
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附录 B 量子耗散动力学之 Redfiled理论

Redfield方程描述的是与环境耦合的系统的密度矩阵随时间的演化。在马尔科夫近似下，它

为系统的约化密度矩阵提供了一组耦合主方程。在这种形式下，如果诱导噪声的环境是弱的且

短关联的，那么我们可以准确地描述耗散系统的动力学。

（1）系统模型。

总系统的哈密顿量为

H = HS +HB +HSB = H0 +HSB (B.1)

其中 HS 是系统的哈密顿量1，HB 是环境的哈密顿量，将这两部分统一描述为 H0 ≡ HS +HB。

HSB 是系统与环境相互作用的哈密顿量，通常描述为系统算符 Sn与热库算符 Bn的线性组合

HSB =
∑
n

Sn ·Bn (B.2)

（2）二阶展开。

将总系统的密度矩阵表示为 ρtot(t)，则它的随时间演化方程，即刘维尔方程为
d

dt
ρtot(t) = −

i

~
[H, ρtot(t)] (B.3)

所有的信息都包含在这个方程中，但是这个方程是不可解的。一方面，只有极少的矩阵微分方程

可解；另一方面，热库的哈密顿量趋于无限大。可以说人们发展的各种量子耗散动力学方法都是

要从这个方程中求得我们想要的物理量。

切换到相互作用绘景（“˜”表示相互作用绘景，无标识为薛定鄂绘景），有
d

dt
ρ̃tot(t) = −

i

~
[H̃SB(t), ρ̃tot(t)] (B.4)

其中

ρ̃tot(t) = U−1(t)ρtot(t)U(t) = e
i
ℏH0tρtot(t)e

− i
ℏH0t (B.5)

H̃SB(t) = e
i
ℏH0tHSBe

− i
ℏH0t = e

i
ℏ (HS+HB)tHSBe

− i
ℏ (HS+HB)t

=
∑
n

e
i
ℏHStSne

− i
ℏHSte

i
ℏHBtBne

− i
ℏHBt

=
∑
n

S̃n(t)B̃n(t) (B.6)

S̃n(t) = e
i
ℏHStSne

− i
ℏHSt (B.7)

B̃n(t) = e
i
ℏHBtBne

− i
ℏHBt (B.8)

在（B.4）式两边从任意初始时刻 t0积分，有∫ t
t0

dρ̃tot(τ) = −
i

~

∫ t
t0

dτ [H̃SB(τ), ρ̃tot(τ)] (B.9)

ρ̃tot(t) = ρ̃tot(t0)−
i

~

∫ t
t0

dτ [H̃SB(τ), ρ̃tot(τ)] (B.10)

1这里“系统”，指的是我们关注的系统；总系统，是我们关注的系统与环境构成的整个体系。
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并将上式代回到（B.4）式右边，有
d

dt
ρ̃tot(t) = −

i

~

[
H̃SB(t), ρ̃tot(t0)−

i

~

∫ t
t0

dτ [H̃SB(τ), ρ̃tot(τ)]

]
(B.11)

d

dt
ρ̃tot(t) = −

i

~
[H̃SB(t), ρ̃tot(t0)]−

1

~2

∫ t
t0

dτ
[
H̃SB(t), [H̃SB(τ), ρ̃tot(τ)]

]
(B.12)

需要注意的是，此时没有做任何近似，上式是精确的。

（3）对热库取迹。

对热库取迹，首先得到的是系统约化密度矩阵 ρ̃S(t)，即

TrB[ρ̃tot(t)] = TrB
[
e

i
ℏH0tρtot(t)e

− i
ℏH0t

]
= e

i
ℏHStTrB

[
e

i
ℏHBtρtot(t)e

− i
ℏHBt

]
e−

i
ℏHSt

= e
i
ℏHStTrB

[
e−

i
ℏHBte

i
ℏHBtρtot(t)

]
e−

i
ℏHSt

= e
i
ℏHStTrB [ρtot(t)] e

− i
ℏHSt

= e
i
ℏHStρS(t)e

− i
ℏHSt

= ρ̃S(t) (B.13)

其中用到取迹轮换不变性。于是，有
d

dt
ρ̃S(t) = −

i

~
TrB

{[
H̃SB(t), ρ̃tot(t0)

]}
− 1

~2

∫ t
0
dτTrB

{[
H̃SB(t),

[
H̃SB(τ), ρ̃tot(τ)

]]}
(B.14)

（4.1）初态假设。

在初始时刻 t0 = 0，认为系统和环境是可分离的（无关联的），即

ρtot(0) = ρS(0)⊗ ρB(0) (B.15)

这是合理的，因为在未被扰动前，系统与热库各自处于平衡态。于是（B.12）式右边第一项为

TrB
{[
H̃SB(t), ρ̃tot(0)

]}
=
∑
n

[
S̃n(t), ρ̃S(0)

]
TrB
[
B̃n(t)ρB(0)

]
= 0 (B.16)

d

dt
ρ̃S(t) = −

1

~2

∫ t
0
dτTrB

{[
H̃SB(t),

[
H̃SB(τ), ρ̃tot(τ)

]]}
(B.17)

这个方程是无微扰的，但是通常被各种近似来简化求解。

（4.2）玻恩近似（Born approximation）。

假设系统与环境耦合比较弱，系统与环境密度矩阵总可以写成分离形式。由于热库非常大，

并假设热库一直处于平衡态（stationary state），即

ρtot(t) = ρS(t)⊗ ρB(0) (B.18)

ρB(0) =
e−βHB

Z
(B.19)

其中 β = 1/KBT，此时 [ρB(0),HB] = 0。注意，在相互作用和薛定鄂绘景中 ρB(0)的形式是一

样的。

(4.3)马尔科夫近似（Markov approximation）。

认为热库关联函数衰减比较快，系统约化密度矩阵 ρ̃S(τ)不参与到 τ 的积分中，改写为

ρ̃S(τ) = ρ̃S(t) (B.20)
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于是 (B.17)式改写为
d

dt
ρ̃S(t) = −

1

~2

∫ t
0
dτTrB

{[
H̃SB(t),

[
H̃SB(τ), ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)

]]}
(B.21)

(5)变量替换。

令 τ ′ = t− τ，即 τ = t− τ ′。由于 τ 的积分上下限是 0到 t，因此 τ ′的积分上下限变为 t到

0，于是积分变为 ∫ t
0
dτ =

∫0
t
d(t− τ ′) = −

∫0
t
dτ ′ =

∫ t
0
dτ ′ (B.22)

于是方程变为
d

dt
ρ̃S(t) = −

1

~2

∫ t
0
dτ ′TrB

{[
H̃SB(t),

[
H̃SB(t− τ ′), ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)

]]}
(B.23)

变量替换的目的是为了后面方程进一步简化。再将变量 τ ′改写回 τ，有
d

dt
ρ̃S(t) = −

1

~2

∫ t
0
dτTrB

{[
H̃SB(t),

[
H̃SB(t− τ), ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)

]]}
(B.24)

（6）方程展开。2

d

dt
ρ̃S(t) = −

1

~2

∫ t
0
dτTrB

{[
H̃SB(t), [H̃SB(t− τ)ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)− ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)H̃SB(t− τ)]

]}
= − 1

~2

∫ t
0
dτTrB

{
H̃SB(t)H̃SB(t− τ)ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)

− H̃SB(t− τ)ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)H̃SB(t)

− H̃SB(t)ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)H̃SB(t− τ)

+ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)H̃SB(t− τ)H̃SB(t)
}

(B.26)

由

TrB
[
H̃SB(t)H̃SB(t− τ)ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)

]
=
∑
m,n

TrB
[
S̃m(t)B̃m(t)S̃n(t− τ)B̃n(t− τ)ρ̃S(t)ρ̃B(0)

]
=
∑
m,n

TrB
[
B̃m(t)B̃n(t− τ)ρ̃B(0)

]
S̃m(t)S̃n(t− τ)ρ̃S(t)

=
∑
m,n

〈
B̃m(t)B̃n(t− τ)

〉
B
S̃m(t)S̃n(t− τ)ρ̃S(t) (B.27)

TrB
[
H̃SB(t− τ)ρ̃S(t)⊗ ρ̃B(0)H̃SB(t)

]
=
∑
m,n

TrB
[
S̃n(t− τ)B̃n(t− τ)ρ̃S(t)ρ̃B(0)S̃m(t)B̃m(t)

]
=
∑
m,n

TrB
[
B̃n(t− τ)ρ̃B(0)B̃m(t)

]
S̃n(t− τ)ρ̃S(t)S̃m(t)

=
∑
m,n

TrB
[
B̃m(t)B̃n(t− τ)ρ̃B(0)

]
S̃n(t− τ)ρ̃S(t)S̃m(t)

=
∑
m,n

〈
B̃m(t)B̃n(t− τ)

〉
B
S̃n(t− τ)ρ̃S(t)S̃m(t) (B.28)

2需要注意的是，在很多文献中，将热库项直接提取出来，得到

d

dt
ρ̃S(t) = − 1

~2

∫∞

0

dτ
∑
n,m

⟨
B̃n(t)B̃m(t− τ)

⟩ [
S̃n(t),

[
S̃m(t− τ), ρ̃S(t)

]]
(B.25)

这样的形式比较简洁。但是这样做的前提条件是，算符 B与 ρB(0)对易。这里采用更严格的形式，即两者不对易。
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其中用到取迹轮换不变性，〈
B̃m(t)B̃n(t− τ)

〉
= trB

[
B̃m(t)B̃n(t− τ)ρB(0)

]
(B.29)

是热库关联函数。在特征时间 τc范围内会衰变为 0，τc被称为热库的关联时间。改写关联函数为〈
B̃m(t)B̃n(t− τ)

〉
= trB

[
B̃m(t)B̃n(t− τ)ρB(0)

]
= trB

[
e

i
ℏHBtBm(0)e

− i
ℏHBte

i
ℏHB(t−τ)Bn(0)e

− i
ℏHB(t−τ) · ρB(0)

]
= trB

[
e−

i
ℏHB(t−τ)e

i
ℏHBtBm(0)e

− i
ℏHBte

i
ℏHB(t−τ)Bn(0) · ρB(0)

]
= trB

[
e

i
ℏHBτBm(0)e

− i
ℏHBτBn(0) · ρB(0)

]
=
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
= trB

[
Bm(0)e

− i
ℏHBte

i
ℏHB(t−τ)Bn(0)e

− i
ℏHB(t−τ)e

i
ℏHBt · ρB(0)

]
=
〈
B̃m(0)B̃n(−τ)

〉
(B.30)

其中用到取迹轮换不变性，物理上可以认为关联函数关注的是“时间差”。还有 ρB(0)与 HB 对

易。其他项同理，并考虑到热库关联函数超过关联时间 τc 后衰减为 0，可以将积分范围拓展到

+∞，于是方程进一步改写为
d

dt
ρ̃S(t) = −

1

~2

∫∞
0
dτ
∑
m,n

{〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
S̃m(t)S̃n(t− τ)ρ̃S(t)

−
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
S̃n(t− τ)ρ̃S(t)S̃m(t)

−
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉
B
S̃m(t)ρ̃S(t)S̃n(t− τ)

+
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉
B
ρ̃S(t)S̃n(t− τ)S̃m(t)

}
(B.31)

（7）回到薛定鄂绘景。

ρ̃S(t) = e
i
ℏHStρS(t)e

− i
ℏHSt =⇒ (B.32)

d

dt
ρ̃S(t) =

i

~
HSe

i
ℏHStρS(t)e

− i
ℏHSt + e

i
ℏHSt

[
d

dt
ρS(t)

]
e−

i
ℏHSt − e

i
ℏHStρS(t)

i

~
HSe

− i
ℏHSt

= e
i
ℏHSt

[
d

dt
ρS(t)

]
e−

i
ℏHSt − i

~
e

i
ℏHSt [ρS(t),HS ] e

− i
ℏHSt (B.33)

将上式代入（B.31）式，并移项，有
d

dt
ρS(t)−

i

~
[ρS(t),HS ] = −

1

~2

∫∞
0
dτ
∑
m,n

{〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
e−

i
ℏHStS̃m(t)S̃n(t− τ)ρ̃S(t)e

i
ℏHSt

−
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
e−

i
ℏHStS̃n(t− τ)ρ̃S(t)S̃m(t)e

i
ℏHSt

−
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉
B
e−

i
ℏHStS̃m(t)ρ̃S(t)S̃n(t− τ)e

i
ℏHSt

+
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉
B
e−

i
ℏHStρ̃S(t)S̃n(t− τ)S̃m(t)e

i
ℏHSt

}
(B.34)

由

e−
i
ℏHStS̃m(t)S̃n(t− τ)ρ̃S(t)e

i
ℏHSt

=e−
i
ℏHSte

i
ℏHStSm(0)e

− i
ℏHSte

i
ℏHS(t−τ)Sn(0)e

− i
ℏHS(t−τ)e

i
ℏHStρS(t)e

− i
ℏHSte

i
ℏHSt
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=Sm(0)e
i
ℏHS(−τ)Sn(0)e

− i
ℏHS(−τ)ρS(t)

=S̃m(0)S̃n(−τ)ρS(t) (B.35)

其他项同理，有
d

dt
ρS(t)−

i

~
[ρS(t),HS ] = −

1

~2

∫∞
0
dτ
∑
m,n

{〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
S̃m(0)S̃n(−τ)ρS(t)

−
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
S̃n(−τ)ρS(t)S̃m(0)

−
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉
B
S̃m(0)ρS(t)S̃n(−τ)

+
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉
B
ρS(t)S̃n(−τ)S̃m(0)

}
(B.36)

(8)进入到 HS 本征表象。

将 {|ν⟩}表示HS 的本征矢，相应的本征值为 {ϵν}。这个表象通常也称为激子表象（exciton

representation）。为了进一步所处的表象，我们用上标，如 ρexcS (t)µν 表示约化密度矩阵处于激子

表象。在光合捕光系统中，更习惯研究各个色素的布居动力学，对应的是位点表象（site represen-

tation），即初始给出系统哈密顿量 HS 所处的表象，基矢表示为 {|n⟩}，系统约化密度矩阵表示
为 ρsiteS (t)mn。

激子表象可以通过系统哈密顿量 HS 的对角化矩阵得到。令

U−1HSU = Ω (B.37)

其中 Ω是对角矩阵，第 ν 个对角元就是第 ν 个本征能量 ϵν。激子表象与位点表象基矢的变换关

系为

|ν⟩ =
∑
n

(U−1)νn|n⟩ =
∑
n

U∗
nν |n⟩ (B.38)

系统约化密度矩阵在两表象中的变换关系为

U−1ρsiteU = ρexc (B.39)

将方程（B.36）左右两边分别作用 |µ⟩、|ν⟩，并令

ωµν = (ϵµ − ϵν)/~ (B.40)

有

⟨µ|ρS(t)|ν⟩ = ρexcS (t)µν (B.41)

− i
~
〈
µ
∣∣[ρS(t),HS ]

∣∣ν〉 = i

~
[
⟨µ|HSρS(t)|ν⟩ − ⟨µ|ρS(t)HS |ν⟩

]
=
i

~
[ϵµρ

exc
S (t)µν − ϵνρexcS (t)µν ]

= iωµνρ
exc
S (t)µν (B.42)

⟨µ|S̃m(0)S̃n(−τ)ρS(t)|ν⟩ =
∑
κ,µ′

⟨µ|Sm|κ⟩⟨κ|e−
i
ℏHSτSne

i
ℏHSτ |µ′⟩⟨µ′|ρS(t)|ν⟩

=
∑
κ,µ′

(Sm)µκ(Sn)κµ′e
−iωκµ′τρexcS (t)µ′ν

=
∑
ν′

δν′ν
∑
κ,µ′

(Sm)µκ(Sn)κµ′e
−iωκµ′τρexcS (t)µ′ν′ (B.43)
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⟨µ|S̃n(−τ)ρS(t)S̃m(0)|ν⟩ =
∑
µ′,ν′

⟨µ|e−
i
ℏHSτSne

i
ℏHSτ |µ′⟩⟨µ′|ρS(t)|ν ′⟩⟨ν ′|Sm|ν⟩

=
∑
µ′,ν′

(Sn)µµ′(Sm)ν′νe
−iωµµ′τρexcS (t)µ′ν′ (B.44)

⟨µ|S̃m(0)ρS(t)S̃n(−τ)|ν⟩ =
∑
µ′,ν′

⟨µ|Sm|µ′⟩⟨µ′|ρS(t)|ν ′⟩⟨ν ′|e−
i
ℏHSτSne

i
ℏHSτ |ν⟩

=
∑
µ′,ν′

(Sm)µµ′(Sn)ν′νe
−iων′ντρexcS (t)µ′ν′ (B.45)

⟨µ|ρS(t)S̃n(−τ)S̃m(0)|ν⟩ =
∑
ν′,κ

⟨µ|ρS(t)|ν ′⟩⟨ν ′|e−
i
ℏHSτSne

i
ℏHSτ |κ⟩⟨κ|Sm|ν⟩

=
∑
ν′,κ

(Sn)ν′κ(Sm)κνe
−iων′κρexcS (t)µν′

=
∑
µ′

δµ′µ
∑
ν′,κ

(Sn)ν′κ(Sm)κνe
−iων′κρexcS (t)µ′ν′ (B.46)

为了方便，将 ρexcS (t)下标 S 去掉，并将以上几式代入，有

d

d
ρexcµν (t) + iωµνρ

exc
µν = −

∑
µ′ν′

[
δν′ν

∑
κ

1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
e−iωκµ′τ (Sm)µκ(Sn)κµ′

− 1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
e−iωµµ′τ (Sm)ν′ν(Sn)µµ′

− 1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉
B
e−iων′ντ (Sn)ν′ν(Sm)µµ′

+δµ′µ
∑
κ

1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉
B
e−iων′κ(Sn)ν′κ(Sm)κν

]
ρexcµ′ν′(t)

(B.47)

（9）Redfield方程的最终形式。

令

Γ
(+)
ν′νµµ′ =

1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
e−iωµµ′τ (Sm)ν′ν(Sn)µµ′ (B.48)

Γ
(−)
ν′νµµ′ =

1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉
B
e−iων′ντ (Sn)ν′ν(Sm)µµ′ (B.49)

Rµνµ′ν′ = Γ
(+)
ν′νµµ′ + Γ

(−)
ν′νµµ′ − δν′ν

∑
κ

Γ
(+)
µκκµ′ − δµ′µ

∑
κ

Γ
(−)
ν′κκν (B.50)

有
d

d
ρexcµν (t) = −iωµνρexcµν (t) +

∑
µ′ν′

Rµνµ′ν′ρ
exc
µ′ν′(t) (B.51)

这就是 Redfield方程的一般形式。

（10）更紧凑的形式。

考虑到

Γ
(−)∗
ν′νµµ′ =

1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉∗
B
eiων′ντ (Sn)

∗
ν′ν(Sm)

∗
µµ′
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=
1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
e−iωνν′τ (Sm)µ′µ(Sn)νν′

= Γ
(+)
µ′µνν′ (B.52)

其中 〈
B̃n(0)B̃m(τ)

〉∗
B
=
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B

(B.53)

即

Γ
(−)
ν′νµµ′ = Γ

(+)∗
µ′µνν′ (B.54)

于是 redfield方程可以进一步写为
d

dt
ρexcµν (t) = −iωµνρexcµν (t) +

∑
µ′ν′

Rµνµ′ν′ρ
exc
µ′ν′(t) (B.55)

其中

Rµνµ′ν′ = Γν′νµµ′ + Γ∗
µ′µνν′ − δν′ν

∑
κ

Γµκκµ′ − δµ′µ
∑
κ

Γ∗
νκκν′ (B.56)

Γµνµ′ν′ =
1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
eiων′µ′τ (Sm)µν(Sn)µ′ν′ (B.57)

需要注意的是以上两方程的下标是相互独立的，是不相同的，不要搞混了，需要遵从公式中下标

分布形式。为了不混淆，用以下形式或许好理解

Γabcd =
1

~2
∑
m,n

∫∞
0
dτ
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
eiωdcτ (Sm)ab(Sn)cd (B.58)

(11)关联函数与谱密度。

求解 Redfiled方程的关键是求得 Refiled张量，而 Redfiled张量求得的关键是热库的描述。一

般用谱密度分布函数来描述热库关联函数，

Cmn(t) =
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
=

~
π

∫∞
−∞

dωJmn(ω)
[
nBE(ω) + 1

]
e−iωt (B.59)

其中

nBE(ω) ≡
1

eβ~ω − 1
(B.60)

是玻色—爱因斯坦分布函数3。并假设谱密度是反对称的，即

Jmn(−ω) = −Jnm(ω) (B.64)

3与之相关的，存在多种构造，如

1

1− e−βℏω =
eβℏω − 1 + 1

eβℏω − 1
=

1

eβℏω − 1
+ 1 (B.61)

coth

(
β~ω
2

)
= 1 +

2

eβℏω − 1
= 1− 2

1− eβℏω
= 1 +

2e−βℏω

1− e−βℏω (B.62)

Laurent expansion expression
1

1− e−βℏω =
1

2
+

1

β~ω
+

2

β~

∞∑
k=1

ω

ω2 + ν2k
(B.63)

其中 νk = 2πk
βℏ 是松原频率（Matsubara frequency）。
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谱密度与重组能的关系为

λn =

∫∞
0
dω
Jnn(ω)

πω
(B.65)

关联函数（B.59）式有多种等效形式。如

Cmn(t) =
〈
B̃m(τ)B̃n(0)

〉
B
=

~
π

∫∞
−∞

dωJmn(ω)
[
nBE(ω) + 1

]
e−iωt

=
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

{
[nBE(ω) + 1]e−iωt + nBE(ω)e

iωt
}

(B.66)

=
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
cosωt− i sinωt

]
(B.67)

证明（一）

Cmn(t) =
~
π

∫∞
−∞

dωJmn(ω)
[
nBE(ω) + 1

]
e−iωt

=
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
nBE(ω) + 1

]
e−iωt +

~
π

∫0
−∞

dωJmn(ω)
[
nBE(ω) + 1

]
e−iωt

=
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
nBE(ω) + 1

]
e−iωt − ~

π

∫−∞

0
dωJmn(ω)

[
nBE(ω) + 1

]
e−iωt

=
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
nBE(ω) + 1

]
e−iωt − ~

π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
nBE(−ω) + 1

]
eiωt (B.68)

考虑到

nBE(−ω) + 1 =
1

e−β~ω − 1
+ 1 =

eβ~ω

1− eβ~ω
+ 1 =

eβ~ω + 1− eβ~ω

1− eβ~ω
= − 1

eβ~ω − 1
= −nBE(ω)

(B.69)

有

Cmn(t) =
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
nBE(ω) + 1

]
e−iωt +

~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)nBE(ω)e

iωt

=
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

{
[nBE(ω) + 1]e−iωt + nBE(ω)e

iωt
}

(B.70)

证明（二）考虑到

nBE(ω) =
1

eβ~ω − 1
+ 1 =

1

2

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
e−iωt = cosωt− i sinωt (B.71)

关联函数的实部为

ReCmn(t)

=
~
2π

∫∞
−∞

dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
cosωt

=
~
2π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
cosωt+

~
2π

∫0
−∞

dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
cosωt

=
~
2π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
cosωt− ~

2π

∫−∞

0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
cosωt

=
~
2π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
cosωt− ~

2π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
− coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
cosωt

=
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω) coth

(
β~ω
2

)
cosωt (B.72)

关联函数的虚部为

ImCmn(t)
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=− ~
2π

∫∞
−∞

dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
sinωt

=− ~
2π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
sinωt− ~

2π

∫0
−∞

dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
sinωt

=− ~
2π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
sinωt+

~
2π

∫−∞

0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
sinωt

=− ~
2π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
sinωt− ~

2π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
− coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
sinωt

=− ~
π

∫∞
0
dωJmn(ω) sinωt (B.73)

于是

Cmn(t) =
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
cosωt− i sinωt

]
(B.74)

证明（三）考虑到

e−iωt = cosωt− i sinωt (B.75)

于是，有

[nBE(ω) + 1]e−iωt + nBE(ω)e
iωt

=[nBE(ω) + 1](cosωt− i sinωt) + nBE(ω)(cosωt+ i sinωt)

=[2nBE(ω) + 1] cosωt− i sinωt (B.76)

又有

nBE(ω) + 1 =
1

eβ~ω − 1
+ 1 =

1

2

[
coth

(
β~ω
2

)
+ 1

]
(B.77)

2nBE(ω) + 1 = coth

(
β~ω
2

)
(B.78)

于是

Cmn(t) =
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

{
[nBE(ω) + 1]e−iωt + nBE(ω)e

iωt
}

=
~
π

∫∞
0
dωJmn(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
cosωt− i sinωt

]
(B.79)

得证。

关联函数的傅里叶变换为

Cmn[ω] ≡
∫∞
0
dteiωtCmn(t) (B.80)

它的实部和虚部分别为

ReCmn[ω] = ~Jmn(ω)[nBE(ω) + 1] (B.81)

ImCmn[ω] =
1

π
P

∫−∞

∞
dω′ReCmn[ω′]

ω − ω′ (B.82)

其中符号“P”表示主值积分4。

4参见 Kramers-Kronig关系 (k − k关系)
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于是（B.57）式可以进一步改写为

Γabcd =
1

~2
∑
m,n

Cmn[ωdc](Sm)ab(Sn)cd (B.83)

（12）计算实例。

现在来研究一个光合捕光系统的激发态能量传递过程（excitation energy transfer, EET）。采用

Frenkel激子模型，总的哈密顿量为

Htot = Hel +Hph +Hreorg +Hel−ph (B.84)

各部分具体形式为

Hel =
N∑
n=1

|n⟩⟨n|ϵ0n +
∑
m<n

Jmn(|m⟩⟨n|+ |n⟩⟨m|) (B.85)

Hph =
N∑
n=1

Hph
n , Hph

n ≡
∑
ξ

~ωξ(p2ξ + q2ξ )/2 (B.86)

Hreorg =

N∑
n=1

|n⟩⟨n|λn, λn ≡
∑
ξ

~ωξd2nξ/2 (B.87)

Hel−ph =
N∑
n=1

Hel−ph
n =

N∑
n=1

SnBn, Sn = |n⟩⟨n|, Bn = −
∑
ξ

~ωξdnξqξ (B.88)

其中

|n⟩表示只有第 n个位点（site，或色素）被激发到电子激发态 |φne⟩其他位点（色素）均处
于电子基态 |φmg⟩，完整表述为

|n⟩ ≡ |φne⟩
∏
n̸=m

|φmg⟩ (B.89)

ϵ0n是没有热库作用时的电子跃迁能。

Jmn是第m个和第 n个色素间的耦合。

Hph
n 是与第 n个色素关联的热库（也叫声子库）的哈密顿量，qξ、pξ 和 ωξ 分别是第 n个

声子模的无量纲的坐标、动量和频率。

λn是第 n个色素的重组能，dnξ 表示第 n个色素第 ξ个声子模在电子基态和激发态势能面

的无量纲位移。

Hel−ph
n 是第 n个色素与声子库的耦合。

为了简便，1）假设不同色素耦合的声子模间是无关联的，即

Cmn ≡ δmnCn(t), Jmn ≡ δmnJn(ω) (B.90)

2）假设每个色素耦合的声子库都是相同的，即

Cmn ≡ δmnC(t), Jmn ≡ δmnJ(ω) (B.91)

3）并采用 Drude-Lorentz形式谱密度

J(ω) = 2λ
ωγ

ω2 + γ2
(B.92)

并考虑到（B.88）和（B.38）式

Sn = |n⟩⟨n|
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|ν⟩ =
∑
n

(U−1)νn|n⟩ =
∑
n

U∗
nν |n⟩

有

(Sn)ab = ⟨a|n⟩⟨n|b⟩ = ⟨n|a⟩∗⟨n|b⟩ = UnaU
∗
nb (B.93)

(Sn)cd = UncU
∗
nd (B.94)

于是更为具体的 Redfiled方程可以写为
d

dt
ρexcij (t) = −iωijρexcij (t) +

∑
kl

Rijklρ
exc
kl (t) (B.95)

Rijkl = Γljik + Γ∗
kijl − δjl

∑
m

Γimmk − δik
∑
m

Γ∗
jmml (B.96)

Γabcd =
1

~2
C[ωdc]

N∑
n

UnaU
∗
nbUncU

∗
nd (B.97)

其中

C[ω] =

∫∞
0
dteiωtC(t) (B.98)

C(t) =
~
π

∫∞
0
dωJ(ω)

[
coth

(
β~ω
2

)
cosωt− i sinωt

]
(B.99)

C[ω]的实部和虚部分别为

ReC[ω] = ~J(ω)[nBE(ω) + 1] (B.100)

ImC[ω] =
1

π
P

∫−∞

∞
dω′ReC[ω′]

ω − ω′ (B.101)

由（B.95）式可以看到：

相干项 ρij 以 ωij 的频率振荡。

布居项 ρii没有任何振荡，其动力学由速率（transfer rate）Riijj(i← j)决定。

Riikl 引发相干和布居之间的传输。

特别的，对于激子布居传输速率 Riijj(i ̸= j, i← j)，有

Riijj = Γjiij + Γ∗
jiij = 2ReΓjiij (B.102)

如果系统哈密顿量是固定的，则

Γjiij =
1

~2
C[ωji]

N∑
n

UnjUniUniU
∗
nj (B.103)

中下划线项也是固定的。于是，有

Riijj ∝ ReC[ωji] = ~J(ωji)[nBE(ωji) + 1] (B.104)

可见 ReC[ωji]在频率轴为正部分表示能量的正向传递，为负的表明为逆向传递。正向传递与逆

向传递速率的比值为

Rate
downhill

uphill
=
Riijj
Rjjii

=
~J(ωji)[nBE(ωji) + 1]

~J(−ωji)[nBE(−ωji) + 1]
= −

1

eβℏωji−1
+ 1

1

e−βℏωji−1
+ 1
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= −
1

eβℏωji−1
+ 1

eβℏωji

1−eβℏωji
+ 1

= −
1

eβℏωji−1
+ 1

eβℏωji+1−eβℏωji

1−eβℏωji

= −
1

eβℏωji−1
+ 1

1

1−eβℏωji

=

(
1

eβ~ωji − 1
+ 1

)
· (eβ~ωji − 1)

= eβ~ωji = e
ℏωji
KBT (B.105)

Rate
uphill

downhill
= e−β~ωji = e

−
ℏωji
KBT (B.106)
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